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Et I'ordinateur répondit :

24.

Le sens des programmes

Lordinateur est un exécutant parfait. Que des ordres lui soient donnés, il
les suit sans sourciller. Il va vite, il ne se trompe pas, il ne connait pas 'Ennui.
Il fait tout ce qui lui est demandé, rien que ce qui lui est demandé, et tout cela
sans s’'inquiéter des raisons de ses actes.

Et pour cause, 'ordinateur vit dans le comment, et ne comprendrait rien au
quoi ni au pourquoi.

Il est parfaitement inutile de lui dire «j’ai une liste de nombres et jaimerais
en connaitre le produit ». Pour le faire bouger, tout ce qui compte est de lui
préciser la maniere dont il doit s’y prendre et lui détailler pas a pas tout ce
qu’il doit faire, en n’utilisant que les quelques dizaines d’instructions de base
qu’il comprend, comme multiplier deux nombres entiers ou aller rechercher en
mémoire une information préalablement enregistrée.

Chaque ordinateur a ainsi son propre langage machine, formé d’'une poignée
de mots et de la plus pauvre des grammaires, dont les phrases permettent
seulement de lui affecter les quelques taches qu’il sait réaliser. Pour utiliser ce
langage, il faut connaitre parfaitement les mécanismes de 'ordinateur, et étre
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8 INTRODUCTION

capable sans le secours d’Ornicar de prévoir en détail les effets d'une jungle de
monosyllabes.

Avouons que programmer dans ces conditions est laborieux. Pour simpli-
fier cela nous utilisons des langages de programmation au vocabulaire et aux
structures grammaticales plus riches. Nous nous intéresserons particuliére-
ment aux langages dit déclaratifs, dans lesquels la description du quoi remplace
partiellement celle du comment, par exemple par I'utilisation d’équations mathé-
matiques.

mult(x, y) = x *xy
fold(f, z, [1 ) = =z
fold(f, z, x:xs) = fold(f, f(z,x), xs)

fold(mult, 1, 2:3:4:[1)

Le sens d’un tel programme de haut niveau n’est pas aussi explicite que ne
I’était celui d'un programme machine : ici il n’y a plus d’instructions précises
et univoques. En revanche, nous pouvons utiliser les trois équations données
dans les premiéres lignes du programme précédent pour en transformer la
derniere afin de calculer son résultat. Ce calcul est montré ci-dessous, et a chaque
étape est souligné l'opérateur principal sur lequel une équation est appliquée.
Lexpression remplacée a 'aide d’une équation est appelée un radical *.

fold(mult, 1, 2:3:4:[]) fold(mult, mult(1,2), 3:4:[])
= fold(mult, 2, 3:4:[1)

= fold(mult, mult(2,3), 4:[1)
= fold(mult, 6, 4:[1)

= fold(mult, mult(6,4), [J)

= fold(mult, 24, [1)

= 24

Mais gardons a I'esprit la finalité de notre programme : étre exécuté par
un ordinateur, non dans un monde d’abstraction mathématique mais dans le
monde réel qui en dernier recours reste la source du droit, et ou se trouvent la
motivation originelle et la validation ultime des travaux dans lesquels s’inscrit
cette these.

La situation est alors la suivante : nous avons un programme écrit dans
un langage déclaratif relativement clair quant au quoi mais un peu flou sur le
comment, et nous voulons le traduire dans un langage machine qui nécessite
une grande précision dans le comment. Il va donc falloir lever les zones d’ombre,
et pour cela choisir une voie parmi la multitude des possibilités ouvertes dans le
monde de la manipulation d’équations.

Choisir, avec discernement bien sir.

1. Comme en chimie, ce mot désigne une entité préte a réagir. En anglais la méme idée
transparait avec le mot redex qui est une contraction de reducible expression.
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Stratégies de calcul

Pour étudier et comparer les multiples ordres dans lesquels peuvent étre
effectuées les opérations décrites par un programme déclaratif, nous allons
prendre comme unité de référence I'action de remplacer (ou récrire) un fragment
de programme en se servant d’'une équation. Pour symboliser le fait que ces
remplacements ont chacun un « avant » et un « apres », deux étapes consécutives
du calcul seront liées par une fleche — plutét que par un signe d’égalité.

A chaque programme nous pouvons associer une carte des calculs pos-
sibles, ou figurent tous les états intermédiaires envisageables et ou des fleches
marquent les pas de calcul (ou pas de réduction) permis. Un calcul est un chemi-
nement a travers cette carte appelée espace de réduction.

mult (6, mult(4,5))

™~

mult (mult(2,3), mult(4,5)) mult(6, 20) — 120

/’

mult(mult(2,3), 20)

/2\

L'enjeu ici est la connaissance de stratégies permettant d’atteindre le résultat
d’'un programme en empruntant un chemin de calcul parmi les plus courts
possibles et en évitant deux écueils :
— D’abord, il arrive que certains pas de calcul intermédiaires ne soient pas
nécessaires a 'obtention du résultat. Prenons par exemple 'expression

fold(f, 1, [1)
Nous savons sans regarder f que cette expression est égale a
1

Quelle que soit la forme de I'expression f il n’est donc pas utile de calculer
son résultat.

— Ensuite, certains pas de calcul peuvent avoir comme effet secondaire de
multiplier le travail restant a effectuer. Prenons par exemple ’expression

fold(f, 1, 2:3:[1)
Nous pouvons effectuer un pas de calcul pour atteindre
fold(f, £(1,2), 3:[1)

ou ’'expression f apparait deux fois (contre une dans I'expression d’origine).
Bilan : §’il y a encore du calcul a faire dans f, alors nous serons peut-étre
amenés a le faire deux fois.
La prochaine double-page contient des exemples détaillés de ces deux phéno-
menes : la non-nécessité a la figure 1 et les duplications a la figure 2.
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Le A-calcul

De nombreux travaux se sont déja penchés sur la question des stratégies de
calcul en ce concentrant sur le noyau fondamental de la programmation dite
fonctionnelle connu sous le nom de A-calcul. Il s’agit d'un modele minimaliste
mais néanmoins expressif, centré sur une unique opération : 'application d’'une
fonction a ses arguments.

Un exemple typique de fonction s’exprimant directement en A-calcul est la
fonction comp suivante qui, lorsque lui sont donnés en arguments deux fonctions
(notées £ et g) et un élément (noté x), applique successivement les deux fonctions
a I’élément :

comp(f, g, x) = g{Ex))

Le A-calcul offre une notation compacte de ce comportement en représentant
Papplication f (x) par la simple juxtaposition fx de f et x, et en indiquant avec
le symbole A les noms des variables d'une fonction.

comp = Af.Ag.Ax.g(fx)

Le mécanisme de calcul peut agir quand une fonction est appliquée a un argu-
ment, par action de récriture qui remplace toutes les occurrences de la premiére
variable de la fonction par Pargument. Ainsi par exemple :

AfAg Ax.g(fx)Ay.yy) — Ag.Ax.g(Qy.yy)x)

Cette opération de substitution a une forme générale notée
Ax.ta — =9

qui a elle seule définit tout ce modeéle abstrait, et contient nos deux problémes de
non-nécessité et de duplication : Pexpression a va apparaitre dans ¢*=% autant
de fois que la variable x est utilisée dans ¢, ce qui peut faire disparaitre a aussi
bien que le dupliquer.

La tension se trouve donc dans la question de I'évaluation de I'expression a,
avec deux stratégies simples emblématiques des deux faces de la question.

— L'appel par valeur ne passe un argument a une fonction qu’apres I'avoir
évalué. Dans une expression comme (Ax.t)a la premiere tache accomplie
est le calcul de la valeur v de ’argument a, aprés quoi la substitution
=1} gt effectuée. Alors argument a est toujours évalué exactement
une fois, que son résultat serve une fois, dix fois, ou jamais.

— L'appel par nom effectue directement la substitution et remet a plus tard
I’éventuelle évaluation de ’'argument. De cette maniére ’'argument a est
évalué autant de fois que son résultat est demandé.

Notre question « étant donnée une expression, savons-nous atteindre son
résultat en empruntant un chemin parmi les plus courts de son espace de
réduction ? » est donc tres vive dans le A-calcul, et un certain nombre de jalons
ont déja été posés depuis les années 70.
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Ignorabimus

La science n’est pas omnipotente. C’est comme ¢a. Les mathématiques et
I'informatique, en tant qu’objets abstraits de facture humaine, ont cependant
un avantage : nous avons quelques moyens de raisonner formellement sur leurs
limites, et d’assurer que certaines questions leur sont et leur resteront a jamais
hors de portée.

Ainsi en est-il de la stratégie optimale du A-calcul. Etant donnée une expres-
sion ¢ du A-calcul et son espace de réduction, et en admettant que cet espace
de réduction contienne une expression ¢’ qui soit le résultat de I’évaluation de
t, il est évident qu’il existe un chemin le plus court de ¢ vers ¢'. Mais Baren-
dregt, Bergstra, Klop et Volken ont démontré [BBKV76, Bar84] qu’il n’était pas
possible d’emprunter ces chemins @ coup siir. Autrement dit il n’existe pas de
méthode automatique, et il n’est pas possible qu’il existe une méthode auto-
matique, permettant pour chaque expression du A-calcul de savoir quel est le
prochain pas de calcul a effectuer pour rester sur le chemin le plus court vers
Péventuel résultat.

Barendregt, Bergstra, Klop et Volken ont donc démontré qu'’il était possible
d’avoir du travail a vie : la meilleure stratégie ne nous étant pas accessible,
Pespoir de pouvoir améliorer les techniques existantes sera toujours d’actualité.
Egalement, cette limitation est une bonne motivation pour décaler légerement
son point de vue et essayer d’autres angles pour aborder la question.

L’appel par nécessité a la Wadsworth

En 1971, Wadsworth a le premier résolu la tension entre I'appel par valeur
et 'appel par nom, en proposant une nouvelle technique pour I'évaluation du
A-calcul qu’il a baptisée appel par nécessité [Wad71], et dont les diverses émana-
tions ont encore été nommeées évaluation paresseuse et évaluation pleinement
paresseuse par la suite.

Comme le suggere son nom, cette technique n’effectue que des pas de calcul
dont nous savons qu’ils sont nécessaires a ’obtention d’un résultat. Elle cible
toujours pour cela le pas de calcul défini par le symbole A le plus a gauche dans
I’écriture de I'expression, dont la nécessité ne souffre aucun doute [CF74]. 11
s’agit d’'un choix usuel parmi les stratégies n’effectuant que des pas de calcul
nécessaires. En outre, et il s’agit du point délicat, cette technique fait en sorte
de ne jamais évaluer deux fois une expression qui n’aurait été évaluée qu'une
seule fois en appel par valeur.

Ceci n’est pas possible avec le seul A-calcul. Si dans le terme

Ax.xx)((Ay.y)z)

nous effectuons le pas de calcul correspondant au A le plus a gauche, alors
Pexpression (1y.y)z se trouve dupliquée sans retour possible, comme le montre
la représentation graphique ci-dessous dans laquelle le symbole @ représente
Papplication d'une expression a une autre.
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Ax.xx)(Ay.y)z) (Ay.y)2)(Ay.y)z)
— @— — @—
Ax @y T @y @y
A z A z A V4
(e 7 1 ;
I y y

Pour réaliser sa technique, Wadsworth a introduit une nouvelle représenta-
tion des expressions du A-calcul. Nous passons d’une représentation arborescente
en termes liée a I’écriture textuelle dans laquelle les différentes branches d'une
expression sont séparées, a une représentation en graphes dans laquelle des
branches distinctes peuvent se rejoindre. Ainsi, ci-dessous, alors que 'argument
(Ay.y)z est logiquement dupliqué a cause des deux occurrences de la variables
x, nous n'en gardons qu'une seule copie physique qui est dite partagée. La
sous-expression partagée est encadrée.

(Ax.xx)(Ay.y)2z) ((Ay.y)2)(Ly.y)z)
A A T o
Ay 2 (A
rey Ay 2
X X y I
y

Passer du monde des termes a celui des graphes permet d’obtenir un nouvel
espace de réduction, dans lequel peuvent étre faites en une fois des étapes de
calcul correspondant a plusieurs pas de calcul sur les termes (figure 3). Nous
utiliserons une double fleche = pour désigner ces étapes de calcul, en contraste
avec la simple fleche — utilisée pour les pas de calcul.

Notons que cette technique ne fait que retarder les duplications en espérant
en avoir le moins possible a faire en définitive, et ne peut toutes les éviter. Par
exemple, une fonction partagée doit étre dupliquée avant d’étre appliquée, sans
quoi nous n’aurions plus sous la main de version « non usagée » de la fonction
au moment de sa prochaine application a un argument différent. C’est le cas de
la fonction Ax.(Ay.y)x ci-dessous, dont I'application a Pargument a nécessite la
création d'une nouvelle copie de I'expression (1y.y)x dans laquelle la variable x

est remplacée par a 2.
((Ax.(Ay.y)x)a)(Ax.(Ay.y)x)b) (Ay.y)a)(Ax.(ALy.y)x)b)
— @— — @—
%@ \ — re @
ay., b by @ 7‘@.;“ b
1 y r
re Ay )
/1y x 1
I y
y

2. La technique pleinement paresseuse de Wadsworth ne duplique pas intégralement une
fonction lors de son application. Ici, nous pourrions garder une unique copie de 'expression 1y.y.
En revanche, les deux radicaux (1y.y)a et (1y.y)x seraient encore séparés par 'opération.
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(Ay.»2)(Ay.y)z) ————— z((Ay.y)z)

Ax.xx)(Ay.y)z) ((Ay. y)z)z/
(Ax.xx)z

-
A
ey Y / z
7 \
~— 8
Ax Z
|
A
X X

FIGURE 3: Pas de calcul — et étapes de calcul =.
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Loptimalité a la Lévy

Wadsworth a introduit 'idée du partage en récriture pour contrer les dupli-
cations de travail qui étaient liées a des duplications de termes. Il a matérialisé
cette idée dans une technique d’évaluation partagée du A-calcul utilisant des
graphes pour éviter certaines duplications. Cependant, nous avons vu également
que la technique de Wadsworth n’élimine pas toutes les duplications. Vient alors
la question suivante : « est-il possible de ne rien dupliquer ? » La premieére diffi-
culté se trouve dans l'interprétation de la question. Avons-nous les idées claires
sur ce qu’est une duplication ? Savons-nous a coup sir quand deux radicaux sont
deux duplicatas d'un méme ancétre ?

Regardons la séquence de réduction suivante et en particulier le radical
souligné (1z.z)(Aw.w).

Ax.xx)(Ay.(Az.z2)(Aw.w)y))
- Ay.((Az.2)Aw.w)y)Ay.(Az.z2)(Aw.w)y))
- (Az.2)Aw.w)Ay.((Az.2)(Aw.w)y))

Il parait évident que les deux occurrences de (1z.z)(Aw.w) dans le terme final
sont bien deux copies d'un méme radical. Nous disons qu’elles sont deux résidus
du radical (Az.z)(Aw.w) qui se trouvait dans le premier terme. Réduisons ces
deux occurrences. Nous obtenons le terme suivant, dans lequel apparaissent deux
nouveaux radicaux qui n’ont pas d’ancétres visibles, et a fortiori pas d’ancétre
commun visible.

Aw.w)Ay.(Aw.w)y)

Et pourtant, cet ancétre existe bien quelque part. La figure 4 nous montre
I’espace de réduction a partir du terme de départ (Ax.xx)(Ay.(Az.2)(Aw.w)y)).
Les deux radicaux qui nous intéressent correspondent aux deux pas de réduction
indiqués en gras et annotés par w dans la partie la plus haute de la figure.
Nous pouvons dans la figure remonter a un ancétre commun, qui est le pas de
réduction

Ax.xx)Ay.Aw.w)y) — (Ax.xx)(Ay.y)

également en gras et annoté par w dans la partie la plus basse de la figure. Ceci
légitime une étape de calcul

Aw.w)Ay.Aw.w)y) = (Ay.y)

qui réduirait les deux radicaux du terme (Aw.w)(1y.(Aw.w)y), mais pour voir
ceci depuis notre séquence d’origine il faut en permuter les pas de calcul. Pour
faciliter I'orientation, les pas de calcul de la figure sont annotés par le nom de la
variable substituée.

Voila une des manieres dont Lévy a caractérisé les familles de radicaux
émanant d’'un ancétre commun [Lé78, Lé80] : en considérant deux radicaux r;
et r9 au terme d'une séquence de réduction, s’il existe une permutation de la
séquence dans laquelle les deux radicaux r et rg sont des résidus d'un méme
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radical r( (ce qui signifie que r; et ro auraient pu étre réduits en un seul pas),
alors les deux radicaux ri et rg sont de la méme famille.

Il est possible ensuite de construire un espace de réduction dans lequel peut
étre réduit en une seule étape n’‘importe quel ensemble de radicaux appartenant
a une méme famille. La figure 4 montre un tel espace. Le souci est que cette
construction demande de tenir compte de toutes les permutations de chaque
séquence de calcul, ce qui n’est pas rien.

Lévy a contourné ce probleme en apportant d’autres caractérisations des
familles de radicaux. Une analyse est la suivante. Ce qui caractérise une famille
est 'ensemble de ses ancétres « les plus anciens ». La particularité d’'un tel
ancétre premier est de ne pas étre un résidu d'un radical antérieur mais d’étre
fraichement créé, et les conditions de cette création sont un moyen d’identifier
a la fois 'ancétre et toute sa famille. Une famille peut donc étre caractérisée
par 'ensemble des causes de la création de ses plus vénérables ancétres, ou
une « cause » désigne un événement nécessairement antérieur qui se retrouve
dans toute permutation d’'une séquence de calcul aboutissant a '’émergence de
la famille observée.

A la figure 4 les pas de réduction annotés par x, v, z et w définissent quatre
familles. Les familles x et z existent dés l'origine, en revanche aucun pas de
calcul y ne peut apparaitre avant qu’au moins un pas de calcul x ait été effectué :
il y a une dépendance causale entre x et y (de méme entre z et w).

Pour rendre apparentes les familles de radicaux dans n’importe quelle sé-
quence de calcul sans qu’il soit nécessaire d’en considérer les permutations, Lévy
a proposé un systeme d’étiquetage pour le A-calcul qui annote les termes avec
I’ensemble des informations causales utiles.

Ainsi le travail de Lévy a permis de caractériser un espace de réduction dans
lequel tous les pas de calcul légitimement partageables peuvent étre partagés.
Cet espace de réduction permet d’obtenir une borne inférieure sur la longueur
des séquences de calcul évitant autant que nécessaire les duplications.

Cependant, a ce stade rien n’assurait que cette borne fiit atteignable. Ce
n’est d’ailleurs pas moins de dix ans plus tard qu’ont paru les deux premiers
algorithmes réalisant la réduction optimale caractérisée par Lévy. L'un proposé
par Kathail [Kat90] est resté méconnu, peut-étre a cause de sa grande com-
plexité. L’autre proposé par Lamping [Lam90] a été plus largement diffusé et
a marqué une date, mais sans s’affranchir de la grande complexité qui semble
intrinseque a ce probleme.

Pour permettre dans le cas du terme précédent (Aw.w)(1y.(Aw.w)y) que les

deux radicaux soulignés soient partagés, les graphes de Wadsworth ne peuvent
plus suffire. En effet les deux radicaux sont des termes différents, et ne peuvent
donc pas étre partagés en tant que « sous-termes égaux » comme cela se passe
avec la technique de Wadsworth. Il faut maintenant un partage de fragments
de termes, dans lequel en particulier I'expression Aw.w peut étre partagée,
mais doit étre appliquée a un « trou » pouvant contenir au choix la variable
y ou l'expression Ay.(Aw.w)y. De plus, 'emboitement des deux radicaux se
traduit alors par apparition d'un cycle dans le graphe qui en rend la structure
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significativement plus compliquée, comme dessiné informellement ci-dessous.

Cette difficulté technique de mise en ceuvre des réduction optimales a été
doublée de résultats négatifs sur leur complexité. En 1998, Asperti et Mairson
ont montré [AMO1] que le nombre d’étapes de réduction de familles de radicaux
ne donnait pas d’indication fiable du cofit réel d’exécution des programmes, car
certaines de ces étapes de réduction peuvent nécessiter un temps d’exécution
tres grand.

Il est important de noter une chose a propos de ce résultat : il ne signifie
pas que la réduction optimale puisse étre moins bonne que les autres stratégies.
11 signifie seulement qu’il convient de trouver d’autres mesures de complexité
pour comparer dans le monde abstrait la réduction optimale a d’autres modéles
d’évaluation. Mais historiquement, ce résultat semble avoir cotité cher a la
réputation des réductions optimales, puisqu’il est parfois interprété comme
I'impossibilité de donner une réalisation efficace a la réduction optimale a la
Lévy.

Projet

La réaction a I'histoire tortueuse de 'optimalité et le constat de la réussite
de solutions plus modestes sont parmi les motivations de mon projet, qui émane
de la question suivante a propos du partage et des réductions efficaces :

Jusqu’oir est-il possible d’aller avec des techniques d’évaluation simples ?

Mon travail peut donc étre vu comme une expérience « d’optimalité sous
contraintes ». L'objectif général est de trouver des modeles abstraits les meilleurs
possibles pour ’évaluation efficace des programmes fonctionnels qui restent a la
fois simples a4 comprendre intuitivement, simples 4 manipuler formellement, et
simples a mettre en ceuvre.

Cadre

Nous allons explorer les effets simplificateurs de deux restrictions de na-
tures a priori différentes, 'une concernant le partage et 'autre les espaces de
réduction.
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Dans cette thése nous allons explorer des stratégies de réduction avec par-
tage dans lesquelles les entités partagées sont des sous-termes. Ce n’est pas le
cas du partage optimal du A-calcul, dans lequel nous avons vu que des contextes
sont partagés. La technique d’évaluation de Wadsworth en revanche satisfait
cette restriction, et nous espérons ainsi en hériter a la fois la manipulation
intuitive de graphes a la structure plutot simple et la possibilité d’'une mise en
ceuvre assez naturelle a I'aide de techniques de mémoisation [HJ76, FW76].

La deuxieme restriction, qui concerne la dynamique des systéemes, est cou-
ramment appelée réduction faible. Si cette notion a été d’abord motivée par la
comparaison entre le A-calcul et la logique combinatoire [How70, Hin77, cH98],
son intérét pour nous vient d'une observation de ce qui est commun aux langages
de programmation usuels. Considérons une expression (1x.t)a en A-calcul, et
rappelons les effets des stratégies usuelles :

— Lappel par valeur calcule d’abord le résultat de a, puis applique la fonc-

tion.

— Dlappel par nom/nécessité applique directement la fonction (et met en

place un mécanisme de partage).

Dans certains langages, ces deux disciplines peuvent également étre mélangées
pour traiter de maniére particuliére les fonctions et les structures de données
qui le demandent. En revanche, en aucun cas I'expression ¢ formant le corps de
la fonction n’est évaluée avant I'instanciation de la fonction par application a
son argument 3. Cela signifie que le A-calcul a une dynamique plus riche que les
langages qu’il modélise, et que nous pouvons enlever de notre espace de réduction
tout ou partie des termes et des pas de calcul qui concernent I’évaluation précoce
du corps des fonctions sans altérer la capacité de notre systéme a modéliser
les langages de programmation fonctionnelle. Nous allons donc appauvrir la
dynamique du calcul pour passer en réduction faible, c’est-a-dire dans un mode
ou le calcul a I'intérieur d'une fonction est essentiellement interdit.

Le principal résultat de ce travail sera une relation entre ces deux restric-
tions, a savoir que le partage de sous-termes est suffisant pour réaliser le partage
optimal en réduction faible, auquel nous associerons I'expression « optimalité
faible ».

En effet, retirer des choses aux espaces de réduction a un impact sur les
réductions optimales. D’'une part, il est possible que certains pas de calcul
supprimés fassent partie des chemins qui étaient les chemins les plus courts dans
I’espace complet, ce qui nous force a utiliser d’autres chemins potentiellement
plus longs. C’est ainsi que dans ’espace de réduction montré a la figure 5, dans
lequel les pas de réduction interdits pas la réduction faible sont omis ou indiqués
en pointillé, il faut cinq pas pour atteindre le résultat en réduction faible alors
que quatre étaient suffisants en réduction non-faible. D’autre part, la notion

3. Nous ne parlons ici que de ce qui se passe au moment de 'exécution, et pas des réductions
couramment effectuées au moment de la compilation. Les optimisations apportées par les compi-
lateurs apportent cependant un point qui comptera pour nous : certaines expressions constantes
peuvent étre extraites des fonctions, et donc étre évaluées avant I'instanciation de la fonction
dans laquelle elles apparaissent dans le programme source.
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de famille de Lévy est elle-méme modifiée. Cette derniére étant basée sur les
possibles permutations des pas de calculs et les ancétres communs que peuvent
révéler ces permutations, la suppression de certains éléments de 1’espace de
réduction peut a la fois limiter les possibilités de permutation et faire disparaitre
certains ancétres communs qui donnaient leur unité a une famille. Ainsi a la
figure 5, alors que les pas de réduction associés aux A-abstractions A1z sont tous
de la méme famille en réduction non-faible de par leur ancétre commun associé
a (1z.2)y dans le terme de départ (Ax.x(xa))(A1y.(Az.2)y), ils sont séparés dans
I’espace des réduction faibles.

Le A-calcul, en tant que formalisme d’une concision extréme et bénéfi-
ciant d’'une importante littérature, sera un point de départ. Cependant, notre
cadre principal sera un formalisme de récriture d’ordre supérieur [Acz78, Klo80,
Nip91], dont les termes peuvent contenir plus de structure que les termes
simples du A-calcul, et qui permet d’effectuer des actions de récriture combi-
nant la manipulation d’objets structurés avec la manipulation de fonctions. La
fonction fold, vue au début de cette introduction, qui applique récursivement
une fonction a une liste de données est un exemple d’un tel systéme d’ordre
supérieur. Plus précisément, nous utiliserons un formalisme dit du second ordre,
a savoir le formalisme des Combinatory Reduction Systems (ou CRS) proposé
par Klop [Klo80, KvOvR93], qui est suffisamment expressif pour la modélisation
des langages de programmation fonctionnelle sans nous obliger a composer avec
certaines difficultés techniques et conceptuelles de 'ordre supérieur général.

Lutilisation d’un tel formalisme dont le A-calcul n’est qu'un cas particulier a
une motivation évidente : gagner en généralité et augmenter ainsi la portée de
nos résultats. Mais il y a deux autres avantages développés ci-dessous.

D’abord, un formalisme du second ordre offre un bon équilibre en ce qui
concerne l'adéquation entre ce que nous observons dans le modele abstrait (les
longueurs des séquences de réduction dans les CRS) et la chose du monde réel
sur laquelle nous voulons acquérir des informations (le temps d’exécution de
programmes fonctionnels). Les CRS se placent en effet entre le A-calcul, dans
lequel I'encodage de structures de données se fait au prix de I'ajout d'un nombre
potentiellement grand de pas de calcul risquant d’entrainer une surestimation
du temps d’exécution, et 'ordre supérieur général, dans lequel I'application d’'une
régle de réduction cache une opération de filtrage potentiellement complexe et
risque cette fois de nous conduire & une sous-estimation du temps d’exécution
réel.

Ensuite, les systemes du second ordre offrent encore un bon compromis
en ce qui concerne la simplicité des manipulations formelles. Premierement,
les CRS sont naturellement plus faciles a manipuler que des formalismes plus
généraux comme les HRS [Nip91]. Deuxiémement l'utilisation des CRSS, bien que
demandant un investissement de départ plus important que le A-calcul, simplifie
un aspect important du travail : griace a son uniformité et son extensibilité
naturelle, ce formalisme nous dispense de définir des extensions ad hoc a chaque
fois que nous voulons ajouter des éléments a un systéeme, comme il faudra le
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faire sans cesse dans cette thése dans les chapitres concernant le A-calcul. Ce
dernier point sera abondamment illustré au cours de cette thése.

Ces travaux seront donc centrés sur le partage de sous-termes dans les
CRS faibles. Enfin, ajoutons que pour les résultats concernant 'optimalité nous
nous limiterons encore aux CRS dits orthogonaux, dans lesquels deux pas de
réduction de méme source ne peuvent interférer. Cette limitation est notamment
ce qui permet de parler librement de permutation de pas de réduction et donc
d’aborder la notion de causalité aussi naturellement qu’en A-calcul.

Contributions

Je tiens avant tout a revendiquer un point : aucun des acteurs majeurs de
cette histoire n’est un nouveau-venu tiré du néant par mes soins. Au contraire,
les principaux concepts rencontrés et les principales techniques utilisées sont en
filiation directe d’objets bien connus et ayant déja eu pendant vingt & quarante
ans un impact certain sur les scénes de la programmation fonctionnelle ou de
la théorie de la récriture. Cela concerne bien sir les protagonistes déja cités
que sont I’évaluation pleinement paresseuse et la réduction optimale, mais
également la plupart de ceux qui nous viendront en renfort par la suite.

En revanche, je me suis efforcé d’apprivoiser ces monstres sacrés, et de
tailler a certains des habits neufs. Je revendique les avoir généralisés, autant que
les avoir décalés et utilisés hors de leur contexte d’origine. Surtout, je revendique
les avoir rassemblés dans une méme histoire et les avoir fait communiquer. C’est
dans ces nouveaux rapports entre des objets connus que je défends la principale
originalité de ce travail.

La thése qui structure tout ce document et en constitue le fil rouge est la
suivante :

Lévaluation pleinement paresseuse & la Wadsworth
est une réalisation de la réduction optimale a la Lévy
pour les systemes de récriture du second ordre orthogonaux faibles.
Cet énoncé suppose trois contributions :

1. la généralisation de la notion de partage pleinement paresseux a la récri-
ture du second ordre,

2. lapplication aux systémes de récriture du second ordre orthogonaux faibles
de la théorie de 'optimalité a la Lévy, et

3. T’établissement du lien entre les deux notions obtenues,
auxquelles s’ajoutent trois contributions opportunistes :

4. la démonstration d’'un lien, pour les systémes de récriture du second ordre
orthogonaux faibles, entre les réductions optimales sans partage et les
réduction optimales a la Lévy,

4. « C’est une chose trop oubliée, dit le renard. Cela signifie « créer des liens... ». » [dSE43]
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5. la définition d'une mesure de coit pour la réduction avec partage pleine-
ment paresseux, et

6. l'exploration de stratégies de réduction et de mécanismes de partage allant
au-dela de I'optimalité faible.

Contribution 1. Partage pleinement paresseux.

La premiére contribution est la généralisation au cadre des CRS [Klo80, KvOvR93]
de la technique de réduction de graphes de Wadsworth [Wad71]. Elle se décom-
pose en deux parties :

1.a) définir un formalisme apte a exprimer la réduction partagée dans les CRS,
et

1.b) décrire dans ce formalisme une réduction partagée qui correspond pas-a-
pas avec celle de Wadsworth dans le cas particulier du A-calcul.

Contribution 1.a) Un formalisme pour la réduction partagée.

Des graphes similaires aux A-graphes de Wadsworth ont déja été proposés a la
fois pour la récriture du premier ordre [BvEG*87, AK96, P1u99, Blo01] et la ré-
criture d’ordre supérieur [Kah98, Has97, BBCKO07]. Cependant ces formalismes
sont délicats a manipuler : d'une part 'identification du membre gauche d’'une
regle dans un graphe donné requiert une notion de morphisme de graphes, et
d’autre part les graphes représentant des termes d’ordre supérieur souffrent de
complications dues aux phénomeénes de liaison de variables.

Pour contourner cette difficulté de formalisation nous utiliserons une repré-
sentation alternative inspirée des travaux de Maranget [Mar92, Mar91] dans
laquelle les graphes sont représentés par des termes étiquetés et les réductions
de graphes par des séquences de réduction sur ces termes étiquetés. Le principe
de cette représentation est illustré ci-dessous, ou les deux occurrences de a’
(soulignées) portent une méme étiquette, ce qui signifie qu’elles représentent le
méme nceud de graphe (celui marqué d’une étoile) et sont a réduire en une seule
étape.

F(FPar,a%),a2) N O Q
= U@, 59,69 rf rf
a a* a

b

Cette maniére de formaliser la récriture de graphes a déja été utilisée pour les
systémes de récriture du premier ordre orthogonaux [Mar92] ainsi que pour
le A-calcul faible [BLMO05, BLMO7]. Elle sera ici généralisée d’'une manieére qui
permet notamment d’atteindre tous les CRS, faibles ou non, orthogonaux ou
non.

Pour cela, nous introduirons a la partie I les systémes de partage étiquetés
(Sharing-via-Labelling Systems, SLS, [Bal12a]), un formalisme abstrait mani-
pulant des termes étiquetés et muni d’axiomes qui :

— garantissent que les étiquettes d’'un terme ¢ décrivent la structure d’'un

graphe %, réalisant un partage de certains sous-termes de ¢, et
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— permettent de définir les séquences de réduction de termes étiquetés a

partir de ¢ qui simulent les pas de réduction de graphe a partir de %;.

Ce cadre abstrait ne fait aucune hypothese sur la forme des regles de ré-
criture des systeémes concrets, et s’applique donc aussi bien aux formalismes
étiquetés déja existants [Mar92, BLMO07] qu’a de nouveaux étiquetages sur des
systemes potentiellement plus compliqués. Le formalisme axiomatique sera jus-
tement utilisé dans chacun des dix chapitres des parties I a V sur des systémes
variés comprenant : des systémes du premier ordre orthogonaux, le A-calcul
faible, des CRS faibles et orthogonaux, des CRS non-faibles et non-orthogonaux.

Contribution 1.b) Expression du partage pleinement paresseux.
Wadsworth a été le premier a décrire le partage pleinement paresseux pour le
A-calcul [Wad71]. La notion a ensuite été reprise plusieurs fois, toujours a partir
du A-calcul, mais avec six présentations tres différentes [Tur79, PJ87, AF97,
Ses97, SW10, BLMO7].

En utilisant le formalisme axiomatique défini a la partie I nous proposerons
a la partie IT une notion de réduction avec partage pleinement paresseux pour
les CRS faibles qui généralise la notion existante en A-calcul. Cette contribution
comporte deux parties : d’abord une analyse du partage pleinement paresseux
en A-calcul puis son extension aux CRS faibles.

Nous exprimerons d’abord la technique de réduction de A-graphes de Wad-
sworth (chapitre 2) et quatre des six autres descriptions du partage pleinement
paresseux [AF97, Ses97, SW10, BLMO07] (chapitre 3) dans le cadre axiomatique.
Cette représentation sera faite dans un unique A-calcul faible étiqueté muni
d’'un parametre permettant d’ajuster le comportement des étiquettes a chacun
des cinq systeémes (la technique originale de Wadsworth et les quatre autres
concernés [AF97, Ses97, SW10, BLMO07]). Point notable : il sera apparent dans
cette représentation homogéne que les cinq systémes ne définissent pas le méme
partage de sous-termes.

Cependant, et ce sera le résultat principal du chapitre 3, nous montrerons
que ces cing systémes sont bisimilaires [Bal12b]. Autrement dit, ils définissent
tous la méme notion de réduction partagée, et les divergences qu’ils peuvent
afficher sur le partage de certains sous-termes ne concernent jamais des radicaux.
Nous en déduirons qu’il n’existe donc bien qu'une notion de réduction avec
partage pleinement paresseux dans la littérature du A-calcul .

Nous proposerons ensuite un étiquetage pour les CRS faibles (chapitre 4) en
s’inspirant du A-calcul étiqueté représentant la technique de Wadsworth. Cet
étiquetage aura pour caractéristique d’étre fait a 'intérieur méme du formalisme
des CRS auquel il s’applique. Nous montrerons que sur le cas particulier du
A-calcul faible cet étiquetage des CRS faibles spécifie une réduction partagée
bisimilaire a celle de Wadsworth, et donc également bisimilaire aux autres
présentations du partage pleinement paresseux pour le A-calcul. Ainsi I'étique-

5. Une sixiéme description [PJ87] sera encore unifiée avec les autres a la partie IV. La
septieme [Tur79] ne sera pas traitée dans cette these car elle utilise une traduction vers un
systéme de combinateurs qui ne préserve pas le nombre de pas de réduction.
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tage proposé pour les CRS faibles sera une généralisation aux CRS légitime du
partage pleinement paresseux tel qu’il existe a ce jour pour le A-calcul.

Contribution 2. Optimalité pour les CRS faibles orthogonaux.

La deuxiéme contribution est une caractérisation des réductions optimales dans
les CRS faibles orthogonaux. Elle est basée sur une description axiomatique
proposée par Glauert et Khasidashvili [GK96], qui interpréte les travaux de
Lévy [Lé78, Lé80] dans un cadre abstrait en mettant I’accent sur la notion de
dépendance causale. Cette contribution se décompose en trois parties :

2.a) analyser la structure causale des CRS faibles orthogonaux,

2.b) les réduire a des systémes de récriture du premier ordre orthogonaux, qui
sont plus simples, et

2.¢) instancier sur ces derniers le cadre abstrait de Glauert et Khasidashvili.

Contribution 2.a) Analyse de la causalité.

La structure causale des réductions du A-calcul est déja bien connue grace
a la théorie des résidus développée par Lévy [Lé78] et a la description des
permutations de pas de réduction associée. Cette analyse a également été portée
au cadre des systémes de récriture du premier ordre orthogonaux [Mar92, Ter03]
et esquissée pour le A-calcul faible [BLMO07] avec la définition d’'un systéme
étiqueté.

Nous décrirons les dépendances causales entre les pas de réduction d’'un
CRS faible orthogonal a la partie III au moyen d’'une méthode d’étiquetage des
termes. La relation de causalité décrite par les étiquettes sera prouvée correcte
et complete vis-a-vis d’un critéere abstrait fondé sur les permutations de pas
de réduction et correspondant en particulier au critere utilisé par Glauert et
Khasidashvili [GK96]. Cette analyse sera étendue progressivement du A-calcul
faible aux CRS faibles orthogonaux.

Nous partirons au chapitre 5 du A-calcul faible étiqueté proposé par Blanc,
Lévy et Maranget [BLMO07] et détaillerons comment les étiquettes de ce calcul,
en plus de décrire une réduction partagée (ce qu’avaient déja montré ses auteurs),
décrivent précisément les relations de dépendance entre les différents pas de
réduction.

Nous analyserons ensuite au chapitre 6 le cas plus compliqué du Pure Pat-
tern Calculus de Jay et Kesner [JK06, JKO08, Jay09, JK09], pour lequel nous
définirons un systeme d’étiquettes plus évolué capable de traiter les regles
de ce calcul basé sur une méta-théorie riche [Ball0a]. Nous verrons sur cet
exemple comment la non-séquentialité d'un systéme rend plus complexes les
relations de dépendance causale entre ses pas de réduction, et interfere avec la
représentation de ces derniéres dans des étiquettes.

Enfin, au chapitre 7 nous définirons un nouvel étiquetage des CRS faibles
en décrivant la structure causale, et nous prouverons que dans le cas de CRS
faibles orthogonaux la relation de causalité décrite par les étiquettes est correcte
et complete vis-a-vis d’un critere abstrait fondé sur les permutations de pas de
réduction [GK96].
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Contribution 2.b) Réduction au premier ordre.
La mise en ceuvre des langages fonctionnels fait naturellement appel a des
transformations de programmes qui, peu ou prou, contiennent une réduction des
fonctions d’ordre supérieur a des structures plus primitives. Ces transformations
incluent par exemple la défonctionalisation ou le A-lifting [Rey98, Joh85, DNO1].

Ces opérations usuelles sous-entendent une adéquation de la récriture du
premier ordre avec le A-calcul faible, qui a été confirmée par certains outils plus
théoriques comme les traductions en logique combinatoire [CF74, How70, Hin77,
Tur79] ou les substitutions explicites [ACCL90, Kes07]. Cependant, et c’est
notamment visible avec les substitutions explicites, ces transformations sont
susceptibles de rompre 'orthogonalité du systéme d’origine et d’en décomposer
les pas de réduction d’'une manieére qui rend le lien avec le premier ordre quelque
peu distendu.

Nous formaliserons a la partie IV la technique bien connue de A-lifting [Joh85,
PJ87] en tant que transformation d'un CRS faible en un systéme de récriture
du premier ordre, transformation dont nous montrerons qu’elle définit entre
sa source et sa cible une bisimulation qui préserve toutes les propriétés ma-
nipulées dans cette theése. C’est-a-dire que cette transformation préserve non
seulement les séquences de réduction et leurs longueurs, mais aussi I’éventuelle
orthogonalité des systémes, leur structure causale, et le partage.

Cette formalisation sera menée d’abord dans le cadre du A-calcul (chapitre 8)
comme une interprétation directe du A-lifting pleinement paresseux déja exis-
tant [Hug82, PJ87], puis généralisée aux CRS faibles (orthogonaux ou non).
Dans les deux cas, mais ce sera plus particulierement élégant avec les CRS qui
s’y prétent naturellement, la transformation de lifting sera elle-méme décrite
comme un systéme de récriture d’ordre supérieur. Ceci permettra de considérer
les étapes intermédiaires de la transformation, et donc de déduire ses bonnes
propriétés par des raisonnement purement locaux.

Contribution 2.c) Application des théorémes généraux.
La partie V (chapitre 10) combine les constructions des deux parties précédentes
avec le cadre abstrait de Glauert et Khasidashvili [GK96] pour caractériser la
réduction optimale a la Lévy dans les CRS faibles orthogonaux.

Nous verrons notamment que I’étiquetage des CRS faibles orthogonaux
défini a la partie III, car il reflete fidélement leur structure causale, permet de
définir des familles faibles de radicaux vérifiant la méme propriété d’optimalité
que les familles de Lévy sur le A-calcul non-faible [Lé78, Lé80] : toute séquence
réduisant a chaque étape une famille compléte dont I'un des éléments au moins
est nécessaire est de longueur minimale dans I'espace de réduction dans lequel
toute partie d’'une famille peut étre réduite en une étape.

Létiquetage causal défini a la partie III permettra de définir les familles,
tandis que la réduction au premier ordre mise en place a la partie IV aura pour
role de simplifier la vérification des axiomes.
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Contribution 3. Equivalence.

La troisiéme contribution est transverse et consiste a assurer au fur et 2 mesure
du développement des parties III, IV, et V la correspondance des nouvelles
constructions avec la définition de la pleine paresse posée a la partie II.

Lexistence d’un lien entre la réduction pleinement paresseuse de Wadsworth
pour le A-calcul et la structure causale du A-calcul faible a été suggérée par
Blanc, Lévy et Maranget [BLMO7]. Cette these formalise ce lien dans le cadre
plus général des CRS faibles orthogonaux, en démontrant 'équivalence entre
le partage pleinement paresseux défini a la partie II et les familles faibles de
radicaux décrites par ’étiquetage causal proposé a la partie III.

A ce stade, la démonstration de cette équivalence est quasiment immédiate
grace aux formalisations trés proches qui ont été données aux deux notions :
le partage pleinement paresseux comme la causalité sont décrits par deux éti-
quetages d'un méme systéme de récriture sous-jacent. Il suffit donc de prouver
que ces deux étiquetages spécifient le méme partage, ce qui est fait a la par-
tie III des la définition du deuxiéme de ces systémes. De cette équivalence nous
déduisons que le résultat d’optimalité sur la réduction des familles faibles com-
pletes nécessaires de la partie V s’applique également a la réduction pleinement
paresseuse.

Contribution 4. Le partage au secours de la calculabilité.

Notre progression vers la démonstration de la thése a comme sous-produit
intéressant un lien entre la réduction pleinement paresseuse et la réduction
optimale dans un espace de réduction faible et sans partage. Fait amusant : la
premiére est souvent calculable, alors que la seconde ne I’est pas. Ce nouveau
tableau se découpe en trois parties :

4.a) démonstration de la non-calculabilité des stratégies de réduction optimales
sans partage pour le A-calcul faible,

4.b) caractérisation de stratégies (nécessairement non-calculables) optimales
pour les CRS faibles orthogonaux sans partage : la réduction nécessaire
profonde (innermost needed reduction), puis

4.c) démonstration de 'équivalence (en termes de longueurs de séquences de
réduction) entre les réductions nécessaires profondes et les réductions
pleinement paresseuses.

Contribution 4.a) Non-calculabilité.

Barendregt, Bergstra, Klop et Volken ont prouvé qu'une stratégie de réduction
sans partage optimale pour le A-calcul ne pouvait étre calculable [BBKV76,
Bar84]. Une étape de leur preuve repose sur la réduction non-faible du A-calcul
et empéche donc le transfert immédiat au A-calcul faible.

Nous réalisons le transfert de ce résultat du A-calcul non-faible au A-calcul
faible a la partie V et prouvons donc qu’une stratégie de réduction sans par-
tage optimale pour le A-calcul faible ne peut étre calculable. Pour ceci nous
utilisons la décomposition des A-termes en supercombinateurs suggérée par la
transformation de A-lifting pleinement paresseux [Hug82, PJ87].
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Contribution 4.b) Optimalité des réductions nécessaires profondes.
Nous verrons que les stratégies de réduction pour les CRS faibles orthogonaux
qui effectuent toujours un pas de réduction le plus profond parmi les pas de
réduction nécessaires sont optimales, dans le sens qu’aucune séquence de réduc-
tion sans partage entre les mémes termes ne peut étre plus courte. Ce résultat
est obtenu a partir d'un résultat de Khasidashvili [Kha93] énon¢ant le méme
critere d’optimalité pour les systémes de récriture du premier ordre orthogonaux.
Le transfert de ce critéere vers 'ordre supérieur est effectué grace a la réduc-
tion des CRS faibles au premier ordre préservant la nécessité et I’orthogonalité
introduite a la partie IV.

A travers les CRS faibles nous démontrons donc que ce critére d’optimalité
vaut encore pour le A-calcul faible. Or Guerrini a exhibé un contre-exemple [Gue96]
montrant que ce critére ne donnait pas des séquences de réduction optimales
dans le A-calcul non faible. Cette divergence est un nouvel indice du fait que
le A-calcul faible, bien qu’ayant la forme du A-calcul, est plus proche par ses
propriétés de la récriture du premier ordre.

Contribution 4.c) Pleine paresse sans partage.
Un rapprochement entre le fait que la réduction partagée dans les systémes
de récriture du premier ordre vérifie la propriété du diamant et des remarques
de Glauert et Khasidashvili sur les propriétés des radicaux nécessaires [GK96]
suggere qu’il existe dans les systémes de récriture du premier ordre orthogonaux
des séquences de réduction qui n’effectuent que des pas de réduction nécessaires
et ne provoquent aucune duplication. Autrement dit ces séquences seraient aussi
bonnes que les séquences optimales avec partage. Nous interprétons ceci a la
partie V dans le cadre général des CRS faibles orthogonaux et prouvons que les
réductions optimales sans partage ont méme longeur que les réductions avec
partage pleinement paresseux de radicaux nécessaires.

De cette équivalence nous déduisons que dans les CRS faibles orthogonaux
la réduction optimale a la Lévy peut étre atteinte sans faire appel au partage.
Nous savions déja qu’elle était équivalente a la réduction pleinement paresseuse,
et nous ajoutons maintenant qu’elle est équivalente aux stratégies optimales
sans partage dont une des caractéristiques est de ne pas pouvoir étre calcu-
lables [BBKV76].

Remarquons d’abord que la non-calculabilité des stratégies optimales sans
partage est liée au fait que la nécessité d’'un pas de réduction n’est pas décidable
en général [BKKS87], ce qui rend difficile la recherche d’un radical nécessaire
le plus profond. Le partage pleinement paresseux, en neutralisant I'effet des
duplications, fait qu’il n’est plus utile de commencer par le pas de réduction
nécessaire le plus profond : toute étape de réduction nécessaire fait partie d’'une
séquence de longueur minimale. Ainsi, il suffit de savoir trouver un radical
nécessaire, ce qui est simple dans des systémes comme le A-calcul.

Ainsi, dans ces systémes passer de la réduction sans partage a la réduction
avec partage permet d’obtenir une stratégie calculable équivalente a la stratégie
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optimale non-calculable. Cette équivalence se manifeste par deux propriétés : la
séquence de réduction avec partage pleinement paresseux est une permutation
de la séquence optimale sans partage, et les deux ont méme longueur.

Contribution 5. Complexité polynomiale.

Le A-calcul a longtemps été coincé entre deux remarques de complexité : d'une
part le nombre de pas d’'une séquence de f-réduction sans partage n’est pas
directement un moyen d’évaluer son cotit d’exécution puisque la f-réduction sans
partage implique des duplications de sous-termes dont la taille peut exploser, et
d’autre part le nombre de pas de réduction avec partage optimal n’est pas non
plus une bonne évaluation [AMO01]. Cependant, Dal Lago et Martini ont montré
que des A-calculs en appel par valeur ou en appel paresseux, qui représentent un
niveau intermédiaire entre réduction non partagée générale et partage optimal,
avaient de meilleurs propriétés de complexité [LMO09a].

A la partie II nous généralisons ces travaux a la réduction partagée pleine-
ment paresseuse des CRS faibles (pas forcément orthogonaux). Nous définissons
d’abord une mesure de complexité basée sur la croissance des graphes au cours
d’une séquence de réduction. Puis, dans une classe de CRS faibles contenant le
A-calcul, nous montrons que le nombre d’étapes de réduction avec partage plei-
nement paresseux est polynomialement lié au nombre de transitions nécessaires
pour effectuer le méme calcul sur une machine de Turing. Pour cela, nous utili-
sons les étiquettes spécifiant le partage pour montrer que la taille des graphes
d’'une séquence de réduction avec partage pleinement paresseux n’explose pas.
Ce résultat forme un premier pas dans la vérification de 'adéquation du modéle
de la réduction partagée pleinement paresseuse avec ses mises en ceuvre.

Contribution 6. Aller plus loin.
La pleine paresse réalise une optimalité faible, c’est-a-dire une optimalité re-
lative a certaines contraintes de réduction faible qui permettent de préserver
la simplicité du modele. Cependant il est possible d’aller plus loin que cette
optimalité faible tout en continuant a limiter le partage a des sous-termes et
en restant dans le cadre simple des formalismes utilisés pour décrire et réali-
ser I'optimalité faible. La partie V (chapitre 11) développe deux moyens d’aller
au-dela de Poptimalité faible :

6.a) combiner le partage pleinement paresseux avec de la réduction non-faible,

et

6.b) optimiser le partage pleinement paresseux.

Contribution 6.a) Réduction non-faible.
La simple non-correspondance entre les notions d’optimalité a la Lévy pour les
versions faibles ou non du A-calcul est un indice fort de la capacité d’optimisation
supérieure du A-calcul non-faible. A titre d’exemple concret de cette optimisation
la réduction dite complétement paresseuse [HG91, Amt93, Sin08], basée sur des
mécanismes d’évaluation partielle, a été décrite par Holst et Gomard comme
réalisant un partage plus-que-pleinement paresseux [HG91].
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Ce qui est incertain est la possibilité de réaliser ces optimisations dans un
cadre simple ou le partage est limité a des sous-termes. En effet, s’il est de
notoriété publique que le partage optimal nécessite de partager des contextes,
nous ne savons pas a quel niveau de la hiérarchie paresseuse commence cette
nécessité. En particulier, bien que Sinot ait montré que I'utilisation de contextes
était pratique dans la définition d'une sémantique de la paresse compléte [Sin08],
leur nécessité ne semble pas établie.

Nous montrons au chapitre 11 que le partage pleinement paresseux peut étre
combiné avec une réduction non-faible qui permet, dans I’esprit de ’évaluation
compléetement paresseuse de Holst et Gomard, de combiner des réductions a
I'intérieur des fonctions avec du partage de sous-termes pour aller au-dela de la
pleine paresse. Ceci sera fait comme dans toutes les parties précédentes avec
un systéme de partage de sous-termes spécifié par une notion de réduction
étiquetée.

Contribution 6.b) Partage optimisé.

Comme cela est vérifié a la contribution 1.b), différentes maniéres d’interpréter
le partage pleinement paresseux de Wadsworth sont équivalentes en réduction
faible. Cependant, une fois la restriction a la réduction faible levée ces différentes
variations sont a reconsidérer.

En particulier, 'approche par Blanc, Lévy et Maranget [BLMO07] apporte un
comportement de partage plus riche qui autorise le partage de deux sous-termes
dont les variables sont liées par des lieurs différents. Les graphes obtenus,
qualifiés de non-admissibles par Wadsworth, sont tout a fait naturels vus sous
Iangle des termes étiquetés, pour peu que la gestion des noms de variables soit
adaptée a cette situation. Cette possibilité est discutée au chapitre 11 dans le
cadre général des CRS, et une stratégie concrete est proposée pour une extension
du A-calcul.
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Organisation du document et parcours de lecture

Ce document est organisé en cinq parties :

I. Partage : définition du formalisme axiomatique de termes étiquetés uti-
lisé dans tout le développement subséquent pour spécifier la réduction
partagée.

II. Pleine paresse : passage en revue de la littérature sur la pleine paresse
en A-calcul et généralisation au cadre d’ordre supérieur des Combinatory
Reduction Systems (CRS).

ITI. Causalité : enrichissement des systéemes de la partie II pour y incorporer
des informations sur la structure causale des espaces de réduction, qui
participe au fondement de I'optimalité a la Lévy.

IV. Premier ordre : établissement d’un lien fort entre les CRS faibles et des
systémes du premier ordre, qui préserve l'orthogonalité ainsi que les
propriétés de partage et de causalité, et permet de simplifier les preuves
des résultats d’optimalité.

V. Optimalités : démonstration par I'utilisation des étiquettes causales et
par réduction au premier ordre de 'optimalité de la réduction pleinement
paresseuse dans les CRS faibles orthogonaux.

Le coeur du développement est mené conjointement sur le A-calcul et sur les
CRS. La table suivante résume le découpage de ces cinq parties en chapitres et
précise les systémes concernés.

I Partage 1L 1 67 IIL. Causalité IV, LT™€T v Optimalites
paresse ordre
2. A-calcul 5. A-calcul

8. A-calcul 10. CRS (et 1)

1. Abstrait 3. Variations A 6. PPC
9. CRS 11. CRS (et 1)

4. CRS 7. CRS

Ainsi les parties II, III, et IV commencent toutes trois par un chapitre trai-
tant le A-calcul et terminent par un chapitre généralisant aux CRS. La partie I
développe un formalisme abstrait et n’est donc pas soumise a ce découpage, et la
partie V se permet de ne traiter explicitement que le cadre plus général des CRS
car la réduction au premier ordre gomme la différence entre A-calcul et CRS.

Deux chapitres additionnels sont intercalés dans cette organisation :

— Le chapitre 3, au centre de la partie II, passe en revue les principales varia-
tions sur I’évaluation pleinement paresseuse existant dans la littérature
et montre leur unité.

— Le chapitre 6, au centre de la partie III, montre sur le cas du Pure Pattern
Calculus les difficultés qu’il peut y avoir a parler de causalité dans des
cadres plus généraux que le A-calcul.
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Enfin, apres le chapitre 10 énoncant les résultats d’optimalité, la partie V
contient un ultime chapitre 11 relativisant ces résultats d’optimalité et montrant
en particulier comment les outils de cette thése permettent d’aller plus loin.

Outre la lecture intégrale, plusieurs parcours sont possibles et apportent des
contributions cohérentes :

— Démonstration de 'unité de la notion d’évaluation pleinement pares-
seuse en A-calcul telle qu’elle apparait disséminée dans les littératures
des mondes de la récriture et de la programmation fonctionnelle : cha-
pitres 1, 2, 3, 8. Ce parcours correspond a l’article [Bal12b].

— Démonstration de I'équivalence entre la technique d’évaluation de Wad-
sworth et la réduction optimale a la Lévy appliquée au A-calcul faible :
chapitres 1, 2, 5, 8, 10.

— Définition de la réduction pleinement paresseuse dans les CRS faibles et
démonstration de son équivalence avec la réduction optimale a la Lévy
pour les CRS faibles orthogonaux : chapitres 1, 4, 7, 9, 10. Ceci est le
chemin le plus court vers I'établissement de la these supportée par ce
document.

— Définition de stratégies de réduction pour le A-calcul et les CRS qui vont
au-dela de la pleine paresse tout en se contentant d’'un formalisme avec
partage de sous-termes : chapitres 1, 11.

Méthodes

Au moment de me lancer dans de tels travaux dans un domaine plutdot formel
et technique, je formule un veeu : que le formalisme ne soit pas un frein.

C’est a ceci que tentent de répondre les deux aspects méthodologiques de
mes travaux que je souhaite finalement mettre en avant : I'utilisation quand
cela est possible d'une approche axiomatique qui se soucie plus des propriétés
des systemes que de leur forme, et la création de liens entre les formalismes qui
permet un transfert de propriétés depuis les systémes les plus simples ou les
mieux étudiés vers les systemes les plus neufs ou les plus complexes.

Ainsi, il pourra étre remarqué que nombre des principales preuves contenues
dans cette thése sont soit des vérifications d’axiomes qui permettent ensuite
d’hériter les propriétés voulues d'un cadre abstrait, soit des théorémes de bi-
simulation qui permettent de se réduire a des formalismes dans lesquels les
propriétés désirées sont plus commodes a obtenir voire déja connues.

L'approche axiomatique apparait en particulier avec l'utilisation au chapitre
culminant 10 de la description abstraite de Glauert et Khasidashvili des réduc-
tions optimales, et avec le développement au chapitre 1 et I'utilisation d’un bout
a lautre de la these des systéemes de partage étiquetés SLS.

La réduction a des formalismes plus simples est quant a elle particuliérement
vivace avec l'utilisation des SLS qui permettent de troquer un formalisme de
graphes contre un formalisme de termes, et avec la réduction au premier ordre
mise en place aux chapitres 8 et 9, deux points qui nous permettent finalement de
définir des systemes de réduction de graphes pour la récriture d’ordre supérieur,
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sans graphes, ni ordre supérieur.
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Ce chapitre préliminaire regroupe des définitions et notations utiles a I’en-
semble de la these. Il méle des rappels de la littérature a des conventions et
ajouts spécifiques a cette these. La section 0.1 rappelle le vocabulaire général des
relations binaires. La section 0.2 regroupe des définitions de récriture abstraites
issues de différentes sources. La section 0.3 exprime les notions usuelles rela-
tives a la structure de terme dans un cadre général. Les sections 0.4, 0.5 et 0.6
enfin redonnent les définitions usuelles de la récriture du premier ordre, du
A-calcul et du formalisme d’ordre supérieur des Combinatory Reduction Systems
(CRS) et leur adjoignent quelques vocabulaires utiles a la suite.

0.1 Relations binaires

Une relation binaire sur un ensemble exprime des liens entre les différents
éléments de cet ensemble. Les relations rencontrées dans cette these exprimeront
notamment :

— Llexistence d’'un ordre permettant de comparer les éléments.

— La succession ou I’évolution temporelle des éléments.

— La ressemblance entre éléments ou leur appartenance a des groupes.

Définition 0.1 (Relation binaire). Une relation binaire R sur un ensemble E
est un sous-ensemble de E x E. Lappartenance & R d’un couple (x,y) e E x E est
notée xR y.

Définition 0.2 (Vocabulaire des relations binaires). Soit R une relation binaire
sur un ensemble E. La relation R est dite. ..
réflexive, si pour tout x € E, xRx.

transitive, si pour tous x,y,z€ E, si xRy et yRz alors xRz.

35
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symétrique, si pour tous x,y € E, si xRy alors yRx.

anti-symétrique, si pour tous x,y € E, si xRy et yRx alors x = y.

Définition 0.3 (Cléture d’'une relation binaire). La cléture d’une relation bi-
naire R par rapport a l'une quelconque des quatre caractéristiques précédentes
est la plus petite relation binaire contenant R et vérifiant ladite caractéristique.

Nous rencontrerons notamment ici la cloture transitive.

Définition 0.4 (Relations particulieres). Les deux types de relations binaires
suivants sont particuliérement utilisés.

Ordre : relation binaire réflexive, transitive, et anti-symétrique.

Equivalence : relation binaire réflexive, transitive, et symétrique.

0.2 Récriture abstraite

La récriture abstraite [GK96, Mel96, Ter03] est la description la plus géné-
rale de la récriture. Elle n’observe que des transitions (appelées pas de réduction)
entre objets, et ne fait aucune mention de la forme des objets ni des regles sous-
tendant les transitions.

Un systeme abstrait de récriture est composé d'un ensemble & d’objets et
d’'un ensemble Z de pas de réduction o1 chaque pas de réduction est orienté
d’un objet source vers un objet cible.

Définition 0.5 (ARS). Un systeme abstrait de récriture (Abstract Rewriting
System, ARS) est un quadruplet (C,%,src,tgt) ou :
— O et X sont des ensembles dénombrables, et
— src et tgt sont deux fonctions totales de l'ensemble de pas de réduction %
dans ’'ensemble d’objets ©.
Pour tout pas de réduction p € R, si src(p) =o et tgt(p) =0’ alors nous notons
encore p:0— 0.

Un systéme abstrait de récriture (0,%,src,tgt) peut étre vu comme un
multigraphe orienté dont les sommets sont les objets o € @ et les arcs les pas de
réduction p € Z.

Exemple 0.6 (Multigraphe).
Dans le systeme déssiné ci-dessous, nous avons src(py) = src(ps) = 0g et tgt(pg) =
tgt(ps) = 04. Les pas de réductions p4 et ps ont donc méme source et méme cible,
mais n’en sont pas moins distincts ['un de Uautre.

01 p3
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Définition 0.7 (Séquences de réduction). Soit X =(0,%,src,tgt) un ARS. Une
séquence de réduction est une séquence p = pi...p, de pas de réduction telle
que pour tout 2 < i < n nous avons src(p;) =tgt(p;_1). Les notions de source et
cible s’étendent a une séquence de réduction p = p1...p, par src(p) =src(py) et
tgt(p) = tgt(py). Pour toute séquence de réduction p, si src(p) =o et tgt(p) =0’
alors la séquence de réduction g est encore notée g : 0 — o'. Pour tout objet 0 € 0 il
existe une séquence de réduction vide €, :0 — o.

Exemple 0.8.
Deux exemples de séquences de réduction dans ’ARS représenté dans l'exemple 0.6
sont

P2p3P4:01 —>» 04
P2030P5:01 —> 04

La séquence p1psp4 en revanche n'est pas une séquence de réduction a cause de
la non correspondance entre tgt(p1) = 09 et src(ps) = 03.

Dans tout systéme abstrait de récriture nous pouvons considérer une relation
binaire sur les objets qui correspond a I'existence d'un pas de réduction entre
deux objets.

Définition 0.9 (Relation de réduction). Soit X~ = (0,Z%,src,tgt) un ARS. La
relation de réduction de %, notée —y, est la plus petite relation binaire sur ©
telle que pour tout pas de réduction p : o0 — o' € Z nous avons o —x o'. La cloture
réflexive-transitive de — 3 est notée —»y.

Remarquons que la cléture réflexive-transitive —»y vérifie o —y o' si et
seulement s’il existe une séquence de réduction éventuellement vide p: 0 —
o' dans X. Pour —3 comme pour —»y, l'indice pourra étre omis en I'absence
d’ambiguité.

La relation de réduction d'un systéeme abstrait de récriture peut étre vue
comme un graphe dirigé simple.

Exemple 0.10.
Le multigraphe de l'exemple 0.6 définit la relation de réduction dessinée ci-
dessous. Dans ce graphe simple les noms des arcs n’existent plus, et en particulier
les arcs paralléles py et ps sont confondus.

02 — 04

Les propriétés de terminaison et de confluence sont des critéres généraux
assurant I'existence et 'unicité du résultat d'un calcul [Ter03, Chap.1].
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Définition 0.11 (Terminaison). Soit X = (0, %,src,tgt) un ARS. Une forme
normale de X est un objet o € O tel qu’il n’existe pas de réduction p € Z avec
src(p) = 0. Un objet o € O est faiblement normalisant, ou termine faible-
ment, s’il existe une séquence de réduction de o & une forme normale. Un objet o
est fortement normalisant, ou termine, s’il n’existe pas de séquence de réduc-
tion infinie depuis o. LARS X est faiblement normalisant (resp. fortement
normalisant) si tous les objets de O sont faiblement normalisants (resp. forte-
ment normalisants).

Définition 0.12 (Propriété du diamant, confluence). Une relation binaire — sur
un ensemble O a la propriété du diamant si pour tous 0¢y,01,09 € O tels que

00
N
01 09

il existe o3 € O tel que

01 02

N

03

Une relation binaire — sur un ensemble O est confluente si sa cloture transitive
a la propriété du diamant. Un ARS a la propriété du diamant (resp. est confluent)
st sa relation de réduction a la propriété du diamant (resp. est confluente).

La propriété suivante de confluence forte correspond a une propriété du
diamant dans laquelle 'un et 'autre des pas de réduction fermants peuvent étre
remplacés par une égalité. Cette caractérisation plus souple se révélera utile
quand des pas de réduction pourront étre effacés. Cette propriété est nommée
subcommutativity dans Terese [Ter03, Chap. 1].

Définition 0.13 (Confluence forte). Une relation binaire — sur un ensemble O
a la propriété de confluence forte si pour tous 0g,01,02 € O tels que

00
< \O

01 2
l’une de ces trois propositions est vérifiée :
- 01 —— 02
- 01 ¢«——02
— il existe 03 € O tel que
01 02

03

Remarque 0.14. La confluence forte implique la confluence.
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Nous pouvons exprimer que deux systémes abstraits de récriture sont équi-
valents a 'aide d’'une notion de bisimilarité formalisant 'idée suivante : deux
systémes abstraits de récriture sont bisimilaires si toute séquence de réduction
de I'un quelconque de ces systémes peut étre mise en correspondance avec une
séquence de réduction de 'autre, de maniere a ce que chaque pas de réduction
d’un coté corresponde a exactement un pas de réduction de 'autre coté.

Nous utiliserons la définition proposée par van Oostrom [Ter03, Chap. 8],
qui se réduit a des relations sur les objets et sur les pas de réduction. Deux
conditions (Aller et Retour) assurent que tout pas de réduction d’un coté a
un pas de réduction correspondant de 'autre c6té, et une troisieme condition
(Compatibilité) assure ensuite la bonne composition des séquences de pas de
réduction correspondants. La situation est résumée par les dessins suivants, ou
sont coloriés les pas de réduction et relations imposés par ces conditions.

Aller Compatibilité Retour

01 ~o 02 01 ~6 02 01 ~o 02

Pll ~% 1P2 Pll ~% lp2 Pll ~%R 192
o) ~e o,

Définition 0.15 (Bisimulation). Soient deux ARS X1 = (G1,%1,src1,tgt) et

29 =(09,Z2,srCy,tgty). Une bisimulation entre 2 et 29 est une paire (~¢,~z)

ot ~¢p (resp. ~g) est une relation entre 01 et Oy (resp. R1 et X9) vérifiant les

propriétés suivantes.

Aller Soient deux objets 01 € Oy et 02 € Os tels que 01 ~¢ 02. Pour tout pas de
réduction p1 € R#1 tel que srci1(p1) = 01 il existe un pas de réduction ps € R2
tel que srco(p2) =09 et p1 ~z P2.

Retour Soient deux objets 01 € O et oy € Og tels que 01 ~5 02. Pour tout pas
de réduction pg € %2 tel que srca(pg) = 09 il existe un pas de réduction
p1€ R tel que srci(p1) =01 et p1 ~g p2.

Compatibilité Soient deux pas de réduction p1 € R et pa € Ra. Si p1 ~% P2,
alors srci1(p1) ~o sTca(pg) et tgt1(p1) ~o tgta(p2).

S’il existe une bisimulation entre les ARS X1 et X9, alors ces deux systémes sont

dits bisimilaires.

Dans les systémes de récriture que nous serons amenés a considérer, les
différents pas de réduction ne seront pas tous indépendants les uns des autres.
En particulier, apres un pas de réduction p il restera souvent dans la cible tgt(p)
des survivances des autres pas de réduction qui étaient possibles depuis la source
src(p). Une relation de résiduation va permettre de suivre ces survivances, ou
résidus, le long des séquences de réduction. Nous nous référerons aux définitions
utilisées par Glauert et Khasidashvili [GK96].

Définition 0.16 (Résiduation, création). Soit X =(0,%,src,tgt) un ARS. Une
opération de résiduation pour X est une fonction partielle / de X% x % dans les
parties de R telle que, pour tout pas de réduction p1:0—0' € R :
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— p2/p1 est défini si et seulement si src(pg) =src(p1)=o.

— Pour tout pas de réduction pg de source o, pa/p1 est un ensemble de pas de

réduction de source tgt(p1) =o'

— Pour tous pas de réduction co-initiaux distincts pg et p3 nous avons (p2/p1)N

(ps/p1)=@.

- p1/p1=92.

Soit un pas de réduction pi: o0 — o' € R. Pour tous pas de réduction py et
03, Si p3 € po/p1 alors ps est appelé un résidu de ps aprés p1. Pour tout pas de
réduction ps, si ps n'est un résidu d’aucun pas de réduction pa de source t alors
le pas de réduction ps est dit créé par p1.

La notion de résidus d’'un pas de réduction ps apres un pas de réduction p1
s’étend naturellement aux résidus d’un ensemble de pas de réduction co-initiaux
Ry aprés une séquence de réduction g1 :

— Ra/p1 =Upyer, P2/P1

- Ro/p1p1 = (R2/p1)/p1

Avec la définition précédente nous désignons comme résidus d’un pas de
réduction un ensemble de pas de réduction co-initiaux, c’est-a-dire une multitude
d’actions concurrentes dont il faut faire la synthése pour vraiment comprendre
ce qu’'est devenu le pas de réduction d’origine. La notion de développement d'un
ensemble R de pas de réduction co-initiaux permet de caractériser les séquences
de réduction réalisant les pas de réduction de R.

Définition 0.17 (Développement). Soient X =(0,%,src,tgt) un ARSet RS %
un ensemble de pas de réduction co-initiaux dans X dont nous notons o la source
commune. Un développement de R est une séquence de réduction g = p1...pn
de source o telle que pour tout i € {1,...,n} nous ayons p; € R/p1...pi-1. Un
développement complet de R est un développement p de R tel que R/p=@.

Remarquons que la séquence de réduction vide est 'unique développement
de ’ensemble de réductions vide.

Un ensemble R de pas de réduction co-initiaux ayant de nombreux dévelop-
pements possibles, la synthese de ces développements est en général équivoque.
Les systemes de résiduation déterministes (Deterministic Residual Structures,
DRS [GK96]) décrivent un cadre dans lequel cette équivoque disparait.

Définition 0.18 (Systeme de résiduation déterministe, DRS). Un DRS est une
paire (X,/) ot £ = (0O, %,src,tgt) est un ARS et / une opération de résiduation
pour X vérifiant les axiomes suivants :

Développements finis Soit R € % un ensemble de pas de réduction co-initiaux
de %, alors tous les développements de R terminent. De plus, tous les
développements complets de R ont méme cible et engendrent la méme
relation de résiduation.

Acyeclicité Pour tous deux pas de réduction co-initiaux distincts p,p’ € R, si
o/p' =@ alors p'lp # @.

Dans ce cadre, pour tout ensemble R € X de pas de réduction co-initiaux nous

notons dev(R) un développement complet arbitraire de R.
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0.3 Signatures, termes, contextes

Les systemes de récriture considérés dans cette these seront essentiellement
des systemes dont les objets sont des termes, c’est-a-dire des objets en forme
d’arbres dont les nceuds sont décorés. Cette section rappelle les définitions
générales et fixe les notations utilisées pour la manipulation des termes.

Définition 0.19 (Signature). Une signature ¥ est un ensemble au plus dénom-
brable muni d’'une fonction d’arité associant un entier naturel a chaque élément
de la signature.

Convention 0.20 (Signature). Une signature ¥ sera généralement décomposée
sous la forme # =Upen Fp, ot F, est ensemble des éléments de # d’arité n.

Définition 0.21 (Termes syntaxiques). Soit . une signature. Les termes syn-
taxiques sur ¥ sont les objets librement générés par la grammaire suivante :

t == alf(ti,..ty)
otae S, n=let feS.

Les contextes représentent des termes partiels, dont les ¢trous peuvent étre
remplis par d’autres contextes ou termes.

Définition 0.22 (Contextes). Un contexte sur une signature . est un terme
syntaxique sur la signature ¥ U{0} ott O est un symbole distingué figurant un
trou. L'arité d’un contexte est le nombre d’occurrences du symbole distingué O
dans sa construction. Un contexte d’arité 0 est en particulier un terme syntaxique.

Définition 0.23 (Remplacement). Soit .# une signature, ¢ un contexte d’arité
n sur &, et c1,...,c, n contextes d’arités arbitraires (qui peuvent donc en parti-
culier étre des termes syntaxiques) sur .. Le remplacement clc1,...,c,] est un
contexte dont l’arité est la somme des arités des c;j, qui est obtenu en remplacant
les n trous de c respectivement par les n contextes c1,...,c,. Le contexte c est
appelé un préfixe du contexte clc1,...,c,l

Exemple 0.24.

@Ax(D), M@(x,y)] = @UAx(@(x,y)),y)
f(£(3,b),D)la,b] f(f(a,b),b)
f(O,0)a,f(3,0)] = f(a,f(3b))

La notion de position dans un terme permet d’identifier chaque nceud de
I’arbre sous-jacent, via le chemin a suivre pour y accéder depuis la racine. Ceci
donne un moyen non ambigu de désigner un symbole ou un sous-terme d'un
terme donné, et permet également de spécifier des modifications d'un terme.
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Définition 0.25 (Positions). Une position p est une séquence éventuellement
vide d’entiers strictement positifs. Notons € la position vide et p-q la conca-
tenation de deux positions p et q. La concaténation s’étend aux ensembles de
positions : P-Q ={p-q | peP,qeQ)}, et p-Q (resp. P-q) abrége {p}-Q (resp.
P-{q}.

Une position p est un préfixe d’une position q, noté p < q, s’il existe une
position p' telle que q = p-p’. Le préfixe est strict si de plus p’ # €. Deux positions
p et q sont disjointes quand aucune n’est un préfixe de Uautre.

Un segment initial est un ensemble de positions P tel que pour toutes
positions ¢ < p, si p € P alors q € P.

L'ensemble des positions pos(t) d’un terme syntaxique t est défini par :

{e}
{etu U i-pos(t;)

1<i<n

pos(a)
pos(f(t1,...,tn))

Pour tout terme t et toute position p € pos(t), notons t(p) le symbole a la
position p dans t, et t|, le sous-terme de t a la position p, tous deux définis
comme suit :

ale) = a ale = a
f@1,..,tn)e) = f [, t))le = [f@1,..,tn)
ft,...t)i-p) = ti(p) iy, tillip = tilp

Exemple 0.26 (1-termes).
Soit X un ensemble dénombrable de variables. Considérons l'abstraction Ax
comme un symbole unaire et donnons au A-calcul la signature $p =% U{dx | x €
Z'Yul{@}. Soit t = @Ax(@(x,y)),y). Nous avons alors pos(t) =1{¢,1,11,111,112,2},
t(1) = Ax, et t|11 = @(x, y).

Définition 0.27 (Remplacement parallele). Pour tous termes t et u et tout en-
semble de positions deux a deux disjointes P < pos(t), notons tlulp le remplace-
ment paralléele défini par :

t[u]Q) =
t[u]{e} = u
f(t1,....tn)lulp f@ilulp,,....tnlulp,) ou P =U;i-P;.

Exemple 0.28 (Remplacement paralléle).

f(f(a,a),a)lbluz2 = f(f(a,b),b)

0.4 Récriture du premier ordre

La récriture du premier ordre offre des mécanismes de base pour la transfor-
mation de termes. Nous n’en verrons ici que quelques aspects basiques utiles a
cette these. Pour le reste, Terese est une référence [Ter03].
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Fixons un ensemble dénombrable Z;, d’éléments d’arité 0 appelés méta-
variables. Nous utiliserons ces méta-variables pour construire les méta-termes
qui permettent de définir les régles de récriture qui déterminent les pas de
réduction sur les termes « ordinaires ».

Définition 0.29 (TRS-termes). Soit une signature .#. Les termes sur # sont
les termes syntaxiques sur la signature ¥ au sens de la définition 0.21. Les
méta-termes sur ¥ sont les termes syntaxiques sur la signature ¥ U Zy. Un
motif est un méta-terme qui n’est pas une méta-variable seule.

Définition 0.30 (Valuation). Une valuation o associe des termes a des méta-
variables. Notons t° le résultat obtenu en remplacant chaque méta-variable de t
par le terme indiqué par o. Formellement :

Z° = o2) ZeF
a’° = a a€eS
f(t1,....,t0)° = f(t9,...,t%) fes

Définition 0.31 (Regles de récriture). Une régle de récriture est une paire
K : Il — r de méta-termes tels que | est un motif, et toutes les méta-variables de r
apparaissent dans .

Définition 0.32 (TRS). Un TRS est une paire ~ = (&, ) dans laquelle & est
une signature et X% est un ensemble de regles de récriture.

Définition 0.33 (Réduction). Un pas de réduction p dans un TRS X = (¥, %)
est Uapplication d’une régle x : 1 — r € Z avec une valuation g, dans un contexte c.
Un tel pas de réduction est noté p : c[l°] — c[r?] et nous appelons 1° un radical
et r° son réduit. La notation p :t 2y signifie que le radical se trouve a la
position p dans t.

La notion d’orthogonalité caractérise les TRS dont les régles ne peuvent pas
interférer. Les TRS orthogonaux forment une sous-classe des TRS tres étudiée,
en particulier pour ses bonnes propriétés de confluence ou de permutation des
pas de réduction.

Définition 0.34 (Orthogonalité). Soit X = (#, %) un TRS. Le systéme X est sans
recouvrement si les deux points suivants sont vérifiés.

1. Siun radical l ‘171 pour une régle k1 contient un radical [ gz pour une regle
K9 # K1, alors il existe une méta-variable Z1 dans le motif 11 telle que le
radical 1 (2’2 est déja contenu dans 1(Z1).

2. De méme si un radical pour une régle k1 contient strictement un autre
radical pour la méme regle x1.

Le systéeme X est linéaire gauche si aucun membre gauche de régle ne contient
deux occurrences de la méme méta-variable. Le systeme Z est orthogonal s’il est
a la fois linéaire gauche et sans recouvrement.
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La notion suivante de descendance permet d’établir une relation entre les
positions de la source et de la cible d’'un pas de réduction. Dans les TRS ortho-
gonaux elle permet aussi de définir un systéme de résiduation déterministe
DRS.

Définition 0.35 (Descendance). Considérons un pas de réduction p:t=c[l°] N
clr?1=1t' et une position p de t. Les descendants de p apres p forment l'ensemble
p/p de positions de t' défini ainsi :

— Si p et q sont disjointes alors p/p ={p}.

— Si p est un préfixe strict de q alors p/p ={p}.

- Sip=q-pz-ps avec pz une position d’une méta-variable Z dans [ et p,
une position de o(Z), alors soit Pz l'ensemble des positions des occurrences
de Zdansr, p/lo=q-Pz ps.

— Dans tous les autres cas p/p = @.

Si p' € p/p alors on appelle p un ancétre de p'. La notion de descendant s’étend
immeédiatement des positions aux sous-termes.

0.5 Lambda-calcul

Le A-calcul a été introduit il y a bien longtemps par Church [Chu32] et a
connu un nouvel essor avec I'étude des langages de programmation. Cette section
n’en rappelle que quelques éléments utiles au développpement de cette these.
Pour un exposé plus complet, se référer au livre de Barendregt [Bar84].

Définition 0.36 (1-termes syntaxiques). Soit & un ensemble dénombrable
dont les éléments seront appelés des variables. Les A-termes syntaxiques sont
donnés par la grammaire :

t = x| Ax.t|tt xeX

Convention 0.37. Nous considérerons les A-termes syntaxiques comme des
termes syntaxiques sur la signature & telle que :

- H=%
- A={AxxeX}
- S ={@}

Les constructions Ax.t et tt du A-calcul seront considérées comme des notations
respectivement pour Ax(t) et @(¢,t). Nous héritons ainsi les notions de contextes,
de remplacements, et de positions.

Dans les termes du A-calcul, tout sous-terme de la forme Ax.¢ établit un lien
entre la A-abstraction Ax et certaines occurrences de la variable x dans t. Ce
lien est régi par les notions suivantes de variables libres et de variables liées,
qui sont exprimées ici dans le cadre général des contextes et non seulement des
termes.

Définition 0.38 (Variables libres, variables liées). Les ensembles fv(c) et bv(e)
des variables libres (free variables) et variables liées (bound variables) d’un
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A-contexte d’arité arbitraire ¢ sont définis par les équations :

fv(x) = {x} bvix) = @
fv(lx.c) = fv(e)\{x} bv(dx.c) = {x}ubv(e)
fv(cico) = Ifv(er)ufv(cs) bv(cice) = bvley)Ubv(es)

Un A-contexte d’arité arbitraire c est clos quand fv(c) = @.

Etant donnée une variable libre d’'un certain terme (ou contexte), nous
pouvons extraire les positions des occurrences de cette variable qui sont libres.

Définition 0.39 (Occurrences libres). L'ensemble fo,(c) des occurrences libres
(free occurrences) d’une variable x dans un A-contexte d’arité arbitraire c est le
sous-ensemble des positions de ¢ défini par les équations :

for(x) = {e}

for(ly) = @ X#Yy
fo,(Ax.c) = @
fo,(Ay.c) = 1-foy(e) Y
for(cica) = (1-foxl(c1))U(2-fox(ca))

Remarque 0.40. Nous avons fo,(c) # @ si et seulement si x € fv(c).

Définition 0.41 (Convention de Barendregt [Bar84]). Un contexte d’arité arbi-
traire c respecte la convention de Barendregt, noté B(c), si tout sous-terme c' de ¢
vérifie fv(c')nbv(c’) = @.

Définition 0.42 (Expressions libres [Wad71, PJ87]). Une expression libre
d’un A-terme syntaxique t est un sous-terme strict s tel que toute occurrence de
variable libre dans s est également libre dans t. Une expression libre de t est
maximale si elle n’est pas un sous-terme d’une autre expression libre de t.

Exemple 0.43.
Considérons le A-terme t = Ax.x(yAz.2) (a gauche ci-dessous). Le sous-terme y est
une expression libre de t, puisque cette variable n’est pas liée. Le sous-terme z n’est
pas une expression libre de t, puisque cette variable est liée par la A-abstraction
Az. En revanche, le sous-terme z appartient au sous-terme Az.z qui est un sous-
terme clos et donc une expression libre. Enfin, nous avons une expression libre
maximale dans t, qui est yAz.z.

/1|x Alx
e R
Torey M

Yy Az '

! e
rey *
y y
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Le A-terme u = Ax.x(Ly.yyx) (& droite ci-dessus) ne contient pas d’expression
libre. En effet le sous-terme Ay.yyx contient une occurrence libre de la variable x,
et tout ses sous-termes contiennent au moins une occurrence libre de x ou de y.

Une opération de base du A-calcul, définie au niveau méta, est la substitution
d’'un terme extérieur aux occurrences libres d'une certaine variable.

Définition 0.44 (Substitution). La substitution t*=% d’un terme u pour une
variable x dans un terme t est définie par :

{x:=u}

X = u
y{x::u} =y six#y
Ay.pie=d = Ay.ge=t six#yetygfv(u)
(tltz){x::u} = t{lxIZU}t{2x::u}

Remarque 0.45. Par la condition imposée dans le troisieme cas, une substitution
peut ne pas étre définie. En revanche, si la substitution t*=% est définie alors
t{x:: u} — t[u]fox(t)-

En A-calcul les noms des variables liées n’ont pas de réelle signification;
ils ne servent qu’a définir les liens entre les A-abstractions et les occurrences
de variables. Par conséquent un nom peut étre troqué pour un autre dans un
A-terme sans que cela n’affecte son comportement. La notion d’a@-conversion
capture ces modifications possibles.

Définition 0.46 (Alpha-conversion). L'a-conversion est la congruence sur les
A-termes syntaxiques générée par l’'équation :

Axt =q Ayt siygfv(e)

Convention 0.47 (Lambda-termes). Il est usuel d’appeler A-termes les classes
d’équivalence de =. Cependant, nous utiliserons plus souvent dans cette theése les
A-termes syntaxiques. Ainsi, dorénavant nous appellerons A-termes les A-termes
syntaxiques et A-termes modulo « les classes d’équivalence de =,.

Les pas de réduction du A-calcul sont définis au niveau méta par une unique
regle, appelée B, selon laquelle a chaque fois quune A-abstraction est appliquée
a un deuxieme A-terme ce dernier peut étre substitué dans le corps de ladite
A-abstraction. Ce mécanisme est réputé représenter 'application d’'une fonction
a un argument.

Définition 0.48 (Béta-réduction). La régle de B-réduction, aussi appelée regle f3,
est:
Ax.)u —p ghe=u

Tout terme de la forme (Ax.t)u est appelé un pré-pB-radical, et la A-abstraction
Ax.t est appelée A-abstraction principale du pré-radical. Si de plus la substi-
tution t“=% est définie alors le terme (Ax.t)u est appelé un radical.
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Le relation de B-réduction est la congruence sur les A-termes engendrée par
la régle B. Alternativement, la relation de B-réduction peut étre définie par la
condition :

clAx.thul —p c[tlv=uh pour tout contexte unaire c
ou par les régles d’inférences :
r=xtu S5 5 (B)
to = pth tpt

—(w (1) ) )
t—pt tits = pthto tits = p t1t) Ax.t D p Ax.t!

ot t1=pth

Cette notion de réduction définit un ARS, que la notion de descendance
suivante permet d’équiper d’'un systéme de résiduation déterministe DRS.

Pour suivre les effets d’un pas de f-réduction p : c[(Ax.t)ul — c[t*“=*] nous
pouvons établir des correspondances entre les positions de la source c[(Ax.t)u]
et la cible c[¢*=¥]. C’est I'objet de la notion de descendance, qui a toute posi-
tion de la source associe un ensemble de positions de la cible. Cette notion de
descendance est a la base de la définition d'un systéme de résiduation pour le
A-calcul.

Définition 0.49 (Descendance). Considérons un pas de réduction a la position
q p:cl(Ax.t)ul L c[t"=uN et une position p de c[(Ax.t)ul. Les descendants de
p aprés p forment Uensemble p/p de positions de [t =" défini ainsi :

— Si p et q sont des positions disjointes, alors p/p = {p}.

— Si p est un préfixe strict de q, alors p/p ={p}.

- Sip=q-11-p; avec p; € pos(t)\ fo,(t), alors p/p ={q - p:}.

- Sip=gq-2-p, avec p, une position de u, alors p/p =q-(f0,(t)) py.

— Dans tous les autres cas p/p = @. Ces cas sont p=q, p=q-let pe

q-11-fo,(?).

Si p’ € p/p alors nous appelons p un ancétre de p'. La notion de descendant
s’étend immédiatement des positions aux symboles et aux sous-termes. Un des-
cendant r' d’un B-radical r est appelé un résidu de r. Un B-radical r' dans un
terme t' est dit eréé par un pas de fB-réduction p :t — t' s’il n'est pas un résidu
d’un B-radical de t.

Remarquons que nous employons ici le terme résidu pour qualifier un g-
radical alors que la notion abstraite vue a la section 0.2 concerne des pas de
réduction. Ceci est légitime dans ce cas puisque dans le A-calcul une occurrence
d’un radical dans un A-terme source suffit & définir un pas de réduction.

Remarque 0.50 (Existence de 'ancétre). Soit une réduction t — t'. Toute posi-
tion p' de t' admet un ancétre dans t.

L'évaluation des programmes fonctionnels est un jeu de passage d’arguments
a des fonctions, qui ne se soucie généralement pas d’évaluer le corps d’'une
fonction avant que cette derniere soit instanciée. Ceci nous enjoint a étudier
les réductions faibles, dans lesquelles la réduction sous une abstraction est
restreinte sinon interdite.
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Définition 0.51 (Réductions faibles). La p-réduction faible naive est la rela-
tion de réduction obtenue en supprimant la regle d’inférence (¢). La f-réduction
faible combinatoire [cHI8] est la relation de réduction obtenue en remplacant
la regle d’inférence (&) par la régle contrainte (&') :

tLﬁ t x & fv(r)

)

Ax.t L»ﬁ Ax.t!

Remarque 0.52. Contrairement a la B-réduction faible naive, la B-réduction
faible combinatoire est confluente [cHI8].

Convention 0.53. Dans cette thése, sauf mention contraire par f-réduction
faible nous désignerons la B-réduction faible combinatoire.

La réduction faible (combinatoire) peut étre définie alternativement par
I'identification des positions « gelées » auxquelles ne doit pas se trouver un
radical. Ces positions sont celles comprises entre la position d'une occurrence de
variable liée et la position du lieur associé.

Définition 0.54 (Positions gelées). Soit ¢t un A-terme et p € pos(¢). La position p
est gelée s’il existe deux positions q,,q. € pos(t), une variable x et un A-terme u
tels que gy < p < Qqy, tlg, = Ax.u, et t|y, est une occurrence de x libre dans u.

La B-réduction faible combinatoire autorise la réduction exactement des
radicaux dont la position racine n’est pas gelée.

Remarque 0.55. Les réductions faibles, en tant que cas particulier de réductions
closes [FMS05], ne nécessitent pas de renommage de variables. Ainsi, dans l’étude
de la réduction faible il sera pertinent de travailler avec des termes syntaxiques
plutét que modulo a.

0.6 Combinatory Reduction Systems

Les Combinatory Reduction Systems (CRS) sont un format de récriture
de termes d’ordre supérieur créé par Klop [Klo80, KvOvR93] dans lequel la
récriture du premier ordre et le A-calcul se plongent naturellement, ainsi que
les combinaisons des deux. Des exemples fameux sont des A-calculs avec motifs
algébriques [KvOdV08], des opérations primitives comme fold ou map sur des
structures de données inductives [Ter03, Chap. 11] ou des combinateurs de
points fixes [KvOvR93].

Nous en utilisons ici une présentation essentiellement classique [KvOvR93],
mais avec quelques définitions supplémentaires concernant une classification
des positions.

Pour tout n € N soit Z,, un ensemble dénombrable dont on appelle les élé-
ments méta-variables d’arité n. On note Z = |J,, Z, I'ensemble des méta-
variables. Soit & un ensemble dénombrable dont on appelle les éléments
variables.
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Définition 0.56 (CRS-termes). Soit une signature . Les méta-termes syn-
taxiques sur & sont définis par la grammaire suivante :

t u= x|lxlt]| f(E,...,t0) | Z(t1,...,t1)

ot x est une variable, et [ (resp. Z) est un symbole de & (resp. une méta-variable)
d’arité n. Un terme t est un méta-terme sans méta-variable.

Convention 0.57 (Abstractions). Fixons pour toute cette these un symbole dis-
tingué ¢, qui sera un constructeur unaire présent dans toute signature de CRS.
Dans tout méta-terme syntaxique ce constructeur apparaitra en association avec
chaque abstraction sous la forme o([x]t), et il n’aura pas d’autre occurrence. La
notation {(x)t abrégera o([x]t). Dans les exemples nous abrégerons également
)yt (Cest-a-dire o([x]o([y]t)) par (x,y)t.

Convention 0.58. Nous considérerons les méta-termes syntaxiques sur une
signature ¥ comme des termes syntaxiques (au sens de la définition 0.21) sur la
signature ¥’ telle que :

— 5”0/ =X USHAUZL

- L ={x) | xeXYuAUZ

- ) =S UZ, pour tout n =2
La construction {x)t sera considérée comme une notation pour {x)(t). Nous héri-
tons ainsi les notions de contextes, de remplacements, et de positions. Nous
appellerons de plus position propre d’un méta-terme syntaxique t est une posi-
tion de t qui n’est pas la position d’'une méta-variable.

Exemple 0.59.
Considérons une signature # dans laquelle f est un symbole d’arité 2 et g un
symbole d’arité 1. Soit le méta-terme

l = f(Z17<x>y>Z2(x>y))

Lensemble des positions du méta-terme [ est
pos(l) = {¢1,2,21,211,2111,2112}

et nous avons par exemple [(1) = Z1 et l|g1 = (y)Z(x, y).

Définition 0.60 (Méta-variables). Nous notons mv(t) ’ensemble des méta-variables
d’un méta-terme t.

mv(x) = {x}
mv({x)t) = mv(¢)
mv(f(t1,...,£,)) = U;mv(Z;)

mv(Z(t1,...,t,) = {Z}uU;mv(¢;))
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Définition 0.61 (Variables liées). La construction syntaxique {x)t lie la variable
x dans t. Ceci correspond a la définition suivante pour les variables libres fv(t)
(free variables) et variables liées bv(t) (bound variables) d’un terme t.

fv(x) = {x} bv(x) = ¢
fv({x)t) = £v(®)\{x} bv({x)t) = {x}ubv(z)
fv(f(ty,...,tn)) = U;fv(t;) bv(f(ty,...,t,)) = U;bv(Z;)
fv(Z(t1,...,ty)) = U;fv(;) bv(Z(t1,...,t,)) = U;bv(¢;)

Un méta-terme syntaxique t est clos quand £v(t) = ¢. Un motif t est un méta-
terme syntaxique clos dont le constructeur principal est ¢ ou un symbole de ¥ et
dans lequel les méta-variables ont comme arguments des variables liées deux &
deux différentes.

Définition 0.62 (Expressions libres). Une expression libre d’un terme syn-
taxique t est un sous-terme s tel que toute occurrence de variable libre dans s est
également libre dans t. Une expression libre de t est maximale si elle n’est pas
un sous-terme d’une autre expression libre de t.

Définition 0.63 (Substitution). On note t*=% le méta-terme syntaxique t dans
lequel u se substitue aux occurrences libres de x. Formellement :

x{x::u} = u
yrEu =y xX#y
(npE=u = (=1 x#yetydfv(u)
(Ft1,.. ta)578 = ple=e | ghe=udy
(Z(ty,..,tp)F=W = Z@F=W =

Cette opération s’étend en la substitution simultanée de plusieurs variables.

Remarquons que la condition de la troisiéme équation fait que la substitution
peut ne pas étre définie.

Définition 0.64 (a-conversion). L'a-conversion est la congruence sur les termes
syntaxiques générée par ’équation :

xt = (T iy g fu(t)

Convention 0.65 (Termes). Il est usuel d’appeler termes les classes d’équivalence
de =4. Cependant, nous utiliserons plus souvent dans cette thése les termes
syntaxiques. Ainsi, dorénavant nous appellerons termes les termes syntaxiques
et termes modulo « les classes d’équivalence de =,.

Définition 0.66 (Substitut). Un substitut n-aire est une fonction notée Axi...xn.t
avec t un terme, qui prend n termes en entrée et retourne s’il est défini le terme

AX1.. X )ty .. b)) = gFET Il

Une expression libre dans un substitut Ax1...x,.t est une expression libre s
de t (qui peut étre t lui-méme) telle que de plus fv(s)N{x1,...,x,} = @.
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Une position dans un substitut Axi...x,.t est une position de t qui n’est
pas la position d’une occurrence de l'un des x;. Une position p d’un substitut
Ax1...x,.t est dite statique si elle appartient ¢ une expression libre de Axy...xp.t,
et dynamique sinon.

Exemple 0.67.
Considérons un symbole f d’arité 2, un symbole a d’arité 0, et le substitut

Axixe.t = Axixe.f(f(x1,a),x1)

(ot la duplication de x1 et la non-occurrence de xo sont intentionnelles). Len-
semble des positions du substitut est

pos(Axixe.t) = {e,1,12}

Dans cet ensemble les positions € et 1 des deux occurrences du symbole f sont
dynamiques tandis que la position 2 du symbole a est statique.
Considérons le substitut un peu plus compliqué

Axru = Ax1.(0f(x1, f(y,(2)2))

Lensemble de ses positions est
Axiu = {e,1,12,121,122,1221}

Dans cet ensemble les positions €, 1, 12, 121 de labstraction (y), des deux oc-
currences du symbole [ et de la variable y sont des positions dynamiques. En
effet nous pouvons remarquer par exemple que le sous-terme f(y,{z)z) n’est pas
une expression libre de u, ou que le sous-terme u = {y)f(x1, [ (y,(2)2)), qui est une
expression libre de u, n’est pas une expression libre de Ax1.u car il contient une
occurrence de la variable x1. Les positions 122 et 1221 du sous-terme {(z)z en
revanche sont des positions statiques, car (z)z est une expression libre de Axi.u.

Définition 0.68 (Valuation). Une valuation o associe des substituts n-aires a
des méta-variables n-aires. Notons t° le résultat obtenu en remplacant chaque
méta-variable de t par le substitut indiqué par o. Formellement :

x = x

((x)t)° (x)(2%)
(f(t1,..,t0))° f@&g,....t5)
(Z(t1,...,tn))° o(Z)t9,...,t7)
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Une valuation o est dite siire s’il n’existe pas deux substituts o(Z) et o(Z') dans
son codomaine et une variable x apparaissant libre dans un substitut et liée dans
lautre. Une valuation o est dite siire pour un méta-terme t si elle est stire et s’il
n’existe aucune méta-variable Z telle que o(Z) contient une occurrence libre d’une
variable x qui est liée dans t.

Remarquons que 'application d’'une valuation implique potentiellement
des substitutions et peut dans certains cas ne pas étre définie a cause de cela,
indépendamment de sa streté. La stireté ne fait en effet que prévenir les captures
de variables qui ne sont pas déja éliminées par les régles de substitution.

Exemple 0.69.
Considérons un symbole f d’arité 2, la valuation
o = {Z—M1.(Mf(x1,f(y,2)}
et les trois méta-termes
t1 = (x)Z(x)
te = (WZ(y)
t3 = (2)Z(2)

Le codomaine de la valuation o ne contient qu’un substitut, elle est donc stire. De
plus, le codomaine de la valuation o contient une unique variable libre z. Ainsi
la valuation o est siire pour les termes t1 et to mais n’est pas stire pour le terme
ts. Remarquons toutefois que si la valuation o est siire pour le méta-terme to,
le méta-terme t5 n’est pas défini, car la substitution () flxr, FQy, 2))E=Y pest
pas définie. Nous avons bien en revanche t{ = (x,y)f(x, f(y,2)).

Définition 0.70 (Positions résultantes). Soit t un méta-terme, o une valuation
pour les méta-variables de t, et p une position de t. Les positions résultantes
de p dans t° forment un sous-ensemble p»’ des positions de t° défini par :

e ()
(1.p)<x>t,a — 1_(pt,cr)
G .p)f(tl,.--,tn),a = i-(pt%)
(i-p)y2ttiroto = Aq | tl, =x; o 0(Z) = Ax1...x.1} - (pt0)

Une position résultante d’une position propre de t est appelée une position
propre de t°. Toute position p de t° qui n’est pas une position propre de t° peut
étre décomposée en p = pz - ps avec pz une position résultante d’une position
d’une méta-variable Z dans t et p, une position de a(Z). Dans ce cas, p est appelée
une position statique (resp. dynamique) de t° si p, est une position statique
(resp. dynamique) de o(Z). On note 22, (t,0), Ps(t,0) et P4(t,0) les ensembles des
positions propres, statiques, et dynamiques de t°.

Exemple 0.71.
Considérons les symboles f, g, h, a, b et ¢ d’arités respectives 2, 1, 2, 0, 0, et 0, et
le méta-terme

r = h(Zs(g(Z1),b),Z1)
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Soit une valuation siire pour r
o = {Zi1—A@.a, Zy— Axyxa.f(x1,f(c,x1)) }

Nous avons

r’ = h(f(g(a),f(c,g(a))),a)

La position € du symbole h dans r a une position résultante apres o, qui est e.
La position 12 du symbole b dans r n’a pas de position résultante aprés o. La
position 11 du symbole g dans r a deux positions résultantes apres o, qui sont 11
et 122,

Dans le terme r? les positions €, 11, et 122 des symboles g et h sont des posi-
tions propres, les positions 1 et 12 du symboles f sont des positions dynamiques,
et les positions 111, 121, 1221, et 2 des symboles a et ¢ sont des positions statiques.

Définition 0.72 (Regle de récriture). Une regle de récriture est une paire
K : L — r de méta-termes clos tels que [ est un motif, et toutes les méta-variables de
r apparaissent dans l. Une variante d’une régle de récriture xq :lg — ro est une
régle de récriture x :1 — r telle que l =4 lg et r =4 ry.

Définition 0.73 (Valuation stire pour une regle). Une valuation o pour les méta-
variables mv(l) du membre gauche | d’'une régle x :1 — r est siire pour la régle x
si elle est siire pour ses membres gauche et droit [ et r (ce qui requiert également
que la valuation o soit elle-méme siire).

Définition 0.74 (CRS). Un CRS est une paire ~ = (#,%) dans laquelle # est
une signature et X% est un ensemble de regles de récriture.

Définition 0.75 (Réduction). Un pas de réduction p dans un CRS X = (&, %)
est Uapplication d’une variante « : 1 — r régle xog € Z avec une valuation o stre
pour x, dans un contexte c. Un tel pas de réduction est noté p : c[l°]— cl[r®] et
nous appelons 1° un radical et r° son réduit. La notation p :t Ly signifie que
le radical se trouve a la position p dans t.

Exemple 0.76.
Considérons les symboles f, g, h, a, b, et ¢ d’arités respectives 2, 1, 2, 0, 0, et 0.
— Le méta-terme | = f(Z1,{x,y)Zo(x,y)) est un motif clos.
— Le méta-terme r = h(Z9(g(Z1),b),Z1) est clos.
— La paire | — r est une régle de récriture.
— La valuation { Z1 — Ap.a, Zg— Axi1x9.f(x1,f(c,x1)) } est stire pour I —r.
— Avec la régle | — r, la valuation o et le contexte vide nous avons le pas de
réduction

o fla,(x,»f(x,flc,x)) — h(f(gla),f(c,g(a)),a)

La notion d’orthogonalité caractérise les CRS dont les regles ne peuvent pas
interférer. Les CRS orthogonaux ont notamment de bonnes propriétés vis-a-vis
des permutations de pas de réduction, qui nous seront utiles pour parler de
causalité et d’optimalité. Le A-calcul est un systéme orthogonal.
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Définition 0.77 (Orthogonalité). Soit ~ =(¥,2%) un CRS. Le systéeme X est sans
recouvrement si les deux points suivants sont vérifiés.

1. Siun radical l‘lf1 pour une regle k1 contient un radical Zgz pour une regle
Ko # K1, alors il existe une méta-variable Z1 e mv(ly) telle que le radical ng
est déja contenu dans 01(Z1).

2. De méme si un radical pour une régle k1 contient strictement un autre
radical pour la méme régle x1.

Le systéeme X est linéaire gauche si aucun membre gauche de régle ne contient
deux occurrences de la méme méta-variable. Le systéeme Z est orthogonal s’il est
a la fois linéaire gauche et sans recouvrement.

La notion suivante de descendance permet d’établir une relation entre les
positions de la source et de la cible d'un pas de réduction. Dans les CRS or-
thogonaux elle permet aussi comme pour le A-calcul de définir un systéme de
résiduation déterministe.

Définition 0.78 (Descendance). Considérons un pas de réduction p :t=c[l°] KN
clr?1=1t'et une position p de t. Les descendants de p apres p forment l'ensemble
p/p de positions de t' défini ainsi :

— Si p et q sont disjointes alors p/p ={p}.

— Si p est un préfixe strict de q alors p/p ={p}.

- Sip=q-pz-psavec pz une position résultante d’une position d’une méta-
variable Z dans [ et p, une position de d(Z), alors soit Pz l’ensemble des
positions des occurrences de Z dans r, p/p = q-(Upep, P"°) Do

— Dans tous les autres cas p/p = @.

Si p' € p/p alors on appelle p un ancétre de p'. La notion de descendant s’étend
immédiatement des positions aux sous-termes.

Exemple 0.79.
Considérons la régle | — r, la valuation o, et le pas de réduction p:1° —r? vus a
lexemple 0.76. Les positions €, 2, et 21 de 19 n’ont pas de descendant apres p. La
position 1 de 19 a pour descendants 111, 1221, et 2.
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Introduction

Cette premiere partie, constituée du seul chapitre 1, introduit le formalisme
qui sera utilisé dans tous les chapitres suivants pour la description de systémes
de récriture avec partage.

Ce cadre des systémes de partage étiquetés (Sharing-via-Labelling Systems,
SLS) décrit la récriture de graphes d'une maniére qui est a la fois :

— indirecte, car le formalisme n’utilise que des termes et non explicitement

des graphes, et

— transparente, car le passage d'un terme d’'un systéme étiqueté au graphe

qu’il représente est immeédiat.

Les techniques utilisées ont pour origine directe les travaux de Maranget
sur les réduction optimales dans les systémes de récriture du premier ordre
orthogonaux [Mar91, Mar92]. Ces travaux sont généralisés et portés dans un
cadre axiomatique abstrait qui permettra d’atteindre de nombreux systémes
de récriture d’ordre supérieur, fussent-ils non-orthogonaux. Ce chapitre 1 a fait
Pobjet d'une publication en 2012 [Bal12a].



CHAPITRE 1

Un cadre axiomatique pour le
partage
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La récriture de graphes [BVEG'87] présente une amélioration par rapport
a la récriture de termes traditionnelle en ce qu’elle permet de partager des
sous-termes, et ainsi d’éviter la duplication de certaines étapes de calcul. Ce-
pendant, les formalismes de graphes sont généralement bien plus complexes
que les formalismes de termes correspondants. Les graphes d’ordre supérieur en
particulier introduisent des procédures de décodage et des critéres de correction
non-triviaux [Wad71, Kah98].

Ce chapitre présente un cadre général pour le partage de sous-termes, dans
lequel le formalisme est aussi simple que la récriture de termes. Ce travail
est une généralisation du travail de Maranget [Mar91, Mar92], dont voici deux
éléments clés :

— Les graphes sont représentés par des termes étiquetés.

— Les réductions de graphes sont simulées par des séquences de réductions

de termes.
Ainsi, nous formalisons la récriture de graphes en utilisant uniquement la
récriture de termes bien connue.

Les travaux dans cette direction ont commencé il y a 20 ans dans le cadre
des systéemes de récriture du premier ordre orthogonaux [Mar91, Mar92], et ont
ensuite été étendus a divers A-calculs faibles [BLMO07, Bal12b] ou extensions
orthogonales de ces calculs faibles [Bal10a]. Sa simplicité technologique a rendu
cette approche utile en tant qu'outil d’analyse, en particulier en permettant la
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description de stratégies de réductions optimales [Mar91, Bal10a] et en permet-
tant des comparaisons simples entre plusieurs mises en ceuvre partagées du
A-calcul [Bal12b].

Dans cette approche, chaque symbole d'un terme se voit attribuer une éti-
quette, qui figure un emplacement. Deux sous-termes avec la méme étiquette
sont ainsi censés étre physiquement égaux, occupant le méme espace en mé-
moire ou dessinés aux mémes coordonnées dans un schéma (voir exemple 1.1).
La récriture dans un graphe est alors simulée par la réduction simultanée de
tous les radicaux du terme étiqueté correspondant & un méme radical du graphe,
c’est-a-dire tous les radicaux du terme étiqueté portant une étiquette donnée.

Exemple 1.1.
Les deux occurrences de a® (soulignées) représentent le méme noeud de graphe
(celui marqué d’une étoile) et sont réduites simultanément. Nous utilisons une
fleche simple — pour désigner la réduction d’un unique radical, et une fleche
double = pour la réduction simultanée de plusieurs radicaux.

FUfPar,a’),a®) ~f ~f
= fUfPa?,bt),b%) rf rf
a a

Cette correspondance a du sens tant que les systémes préservent une pro-
priété de partage sur leurs termes étiquetés : si deux sous-termes cohabitent
avec une méme étiquette, alors ils sont syntaxiquement égaux. Remarquons que
dans ce cadre, un terme étiqueté ¢ vérifiant la propriété de partage est lui-méme
un témoin de la correction du graphe correspondant ¥;, et que de plus %; est un
graphe acyclique.

La réduction simultanée n’est pas en général une extension bénigne a la
théorie de la récriture usuelle, mais le cas particulier considéré ici peut facile-
ment étre défini dans le cadre habituel. En effet, nous considérons uniquement
la réduction simultanée de sous-termes disjoints, ce que nous marquons par
Iappellation réduction paralléle. Et cette réduction peut étre simulée par la
réduction séquentielle des différents radicaux concernés dans n’importe quel
ordre.

Exemple 1.2.
La réduction paralléle de 'exemple 1.1 peut étre implémentée au choix par 'une
ou lautre de ces séquences de deux pas de réduction, dans lesquelles les radicaux
contractés sont soulignés :
Fe(fPar,a%,a®) —  Fo(fP@ar,b9),a®) — FUfPar,b8),b%)
Fi(fPar,a%,a®) —  Fo(fP@ar,a®),b5) —  FUfPar,b%),b%)

Ce premier chapitre introduit le cadre axiomatique pour la représentation
du partage par des termes étiquetés que nous utiliserons tout au long de cette
these. Ce formalisme se veut a la fois :
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Simple : il exprime la récriture partagée sans requérir plus de technologie
formelle que la récriture de termes.

Expressif : il permet la description d’'une variété de systémes de graphes pour
tout genre de systéme de récriture de termes.

Utilisable : il repose sur des axiomes peu nombreux et simples a utiliser en
s’aidant des exemples de plus en plus riches qui émaillent cette these.

La section 1.1 introduit un cadre abstrait pour la récriture de termes. En
section 1.2 nous construirons de toutes pieces un étiquetage pour un systéme
exemple qui mettra en lumieére les principes du cadre axiomatique défini for-
mellement a la section suivante. Cette section 1.3 suivante fournit également
la preuve du théoréme principal du chapitre (théoréme 1.19 de partage) qui
assure que tout systéme de termes étiquetés vérifiant les axiomes décrit bien un
systéme de récriture de graphes. La section 1.4 traite formellement ’exemple de
la section 1.2. La section 1.5 donne des outils pour la comparaison de plusieurs
étiquetages d'un méme systéme et la section 1.6 conclut par une discussion
sur 'expressivité et I'utilisabilité du cadre axiomatique et sa comparaison avec
d’autres techniques.

1.1 Systemes abstraits de récriture de termes

Les systemes abstraits de récriture (Abstract Rewriting Systems, ARS, [GK96,
Mel96]) donnent une description la plus générale possible de la récriture. Un
systéme y est représenté par seulement quatre éléments : un ensemble & d’objets,
un ensemble % de pas de réduction entre ces objets, et deux fonctions src: % —
O et tgt : #Z — O associant un objet source et un objet cible a chaque pas
de réduction. Les ARS peuvent exprimer la récriture de n’importe quel type
d’objets au moyen de n’importe quel type de régles de réduction et de conditions
d’application de ces regles.

Cette section introduit les systémes abstraits de récriture de termes (Abstract
Term Rewriting Systems, ATRS, définition 1.3) comme une spécialisation des
ARS au cadre de la récriture de termes. Dans un ATRS, '’ensemble d’objets &
est un ensemble de termes, et tout pas de réduction p est censé ne modifier qu'un
sous-terme de la source (voir figure 1.1). La position de ce sous-terme modifié
par p est appelée racine de p et notée root(p).

De maniere équivalente a cette présentation proche des ARS, tout pas de
réduction p peut étre caractérisé par trois autres composants faisant plutot
référence aux cadres concrets de récriture de termes (voir figure 1.2) : le radical
dex(p) (redex) est le sous-terme & modifier de la source, le réduit duct(p) (reduct)
est le sous-terme modifié de la cible, et le contexte ctx(p) est le reste, c’est-a-dire
une partie non modifiée commune a la source et a la cible.

A cette structure nous ajoutons des axiomes assurant la bonne forme des pas
de réduction. Un premier axiome Source & Cible impose aux source src(p) et
cible tgt(p) d'un pas de réduction p d’étre dans 'ensemble de termes &, que 'on
peut interpréter comme un ensemble de termes bien formés. Un axiome Résidus
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src(p) tgt(p)

root(p) ® P L4

FIGURE 1.1: Récriture abstraite de termes, présentation ARS : source, cible, et
racine.

ctx(p)

root(p) ®

src(p) tgt(p)

NN

dex(p) duct(p)

L 3

Remarquons que chacun des deux triplets (src,tgt,root) et (dex,duct,ctx) est
suffisant pour déduire I'autre. Par exemple, décomposer la source au niveau
de la racine permet de séparer le contexte du radical. Inversement, recoller le
contexte et le réduit d'un pas de réduction en donne la cible.

FIGURE 1.2: Récriture abstraite de termes, présentation TRS : radical, réduit,
et contexte.

src(p1) 01 tgt(p1)
) ([ (] [
P2 05

J 3

Le pas de réduction p; ne peut pas détruire le pas de réduction disjoint pg : il
reste dans la cible de p; un pas de réduction p’2 apparenté a ps. Une notion
d’équivalence sur les pas de réduction (définition 1.3) lie p2 a pj,.

FIGURE 1.3: Réductions a des positions disjointes
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donne une contrepartie dynamique a I'observation quun pas de réduction n’a
d’effet syntaxique que sur une partie délimitée du terme auquel il s’applique. Ce
deuxiéme axiome interdit a des réductions affectant des sous-termes disjoints
d’'une méme source d’interférer I'un avec 'autre (voir figure 1.3). Il est formalisé
a l'aide d’une notion d’équivalence de pas de réduction caractérisant les pas de
réduction qui ne different que par leur contexte. I'axiome Résidus assure en
particulier que la réduction parallele peut étre simulée par des séquences de pas
de réduction (lemme 1.8).

Définition 1.3 (ATRS). Soit X =(¥,9 ,%,dex,duct,ctx) un hexuplet tel que :

— & est une signature.

— 9 est un ensemble de termes sur <.

— R est un ensemble au plus dénombrable dont les éléments sont appelés pas

de réduction.
et pour tout pE R :

— dex(p) est un terme sur & appelé radical de p.

— duct(p) est un terme sur & appelé réduit de p.

— ctx(p) est un contexte unaire sur & appelé contexte de p.

Pour tout pas de réduction p € &%, la source (resp. la cible) de p est le terme
src(p) = ctx(p)ldex(p)] (resp. tgt(p) = ctx(p)lduct(p)) et la racine de p est la
position root(p) de l'unique trou de ctx(p).

Deux pas de réduction p1,p2 € X sont dits équivalents si dex(p1) = dex(p2)
et duct(pi) = duct(pa).

Pour tout terme t € I et toute position p € pos(t), l'ensemble des pas de
réduction p € Z tels que src(p) =t et root(p) = p est noté Z%(¢,p).

2 est un ATRS si les deux axiomes suivant sont vérifiés :

Source & Cible Pour tout pas de réduction p € &, src(p)e T et tgt(p)eT .

Résidus Soient un pas de réduction p1 € Z et une position p € pos(src(p1))
tels que les positions root(p1) et p sont disjointes. Alors pour tout pas de
réduction pg € Z(src(p1), p) il existe un pas de réduction p, € Z(tgt(p1),p)
équivalent a pa.

Définition 1.4 (ARS sous-jacent). Soit Z =(¥,9 ,%,dex,duct,ctx) un ATRS.
Lui sont associées comme ci-dessus des fonctions src et tgt de Z dans les termes
sur . Ainsi le quadruplet (9 ,%,src,tgt) est un ARS que nous appellerons

ARS sous-jacent de X. Cet ARS sous-jacent définit la relation de réduction
de Z.

Remarque 1.5. Remarquons que la définition 1.4 est cohérente car par axiome
Source & Cible les images de src et tgt sont dans 9. En revanche le radical
dex(p) et le réduit duct(p) d’'un pas de réduction p dans un ATRS ne sont pas
nécessairement dans l'ensemble I des termes bien formés du systéeme. Par axiome
Source & Cible ils sont en revanche des sous-termes de termes de J .

Dans tout ATRS est définie une notion de réduction paralléle combinant
plusieurs pas de réduction disjoints en une étape.
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Définition 1.6 (Réduction parallele). Soient t un terme, et {p1,...,pn} un en-
semble de pas de réduction de source t dont les racines sont deux a deux disjointes.
Soit

t = t[duCt(pl)]root(pl)'"[duCt(pn)]root(pn)

le terme obtenu & partir de t en remplacant chaque radical par son réduit. Nous
appelons étape de réduction paralléle l'action simultanée des pas de réduction
01,-..,0n, NOtée p:t =t

Exemple 1.7.
Soient pi et pg deux pas de réduction tels que :

dex(p1) = a src(p2) = f(f(a,a),a)
duct(p;) = b tgt(p2) = f(f(a,a),b)
ctx(p1) = f(f(a,)),a) root(pg) = 2

Alors f(f(a,a),a) = f(f(a,b),db) par réduction parallele de {p1, P2}

Lemme 1.8 (Simuation de la réduction paralléle). Dans tout ATRS, si t = ¢/
alors t —t'.

Démonstration. Par induction sur le nombre de radicaux paralléles, avec 'axiome
Résidus. O

1.2 Des étiquettes pour un exemple informel

Notre objectif est de manipuler des systemes abstraits de récriture de termes
dont les termes sont étiquetés et représentent des graphes. Dans un tel cadre
un pas de réduction agit donc a la fois sur les étiquettes et sur la structure des
termes sous-jacents. Dans cette section nous nous intéressons aux mécanismes
qui permettent, a partir d'un terme source étiqueté et d'un mécanisme de ré-
duction sur la structure non étiquetée sous-jacente, de construire des étiquettes
pour le terme cible.

Pour assurer la préservation de la propriété de partage a travers laquelle
les termes étiquetés peuvent représenter des graphes, nous allons introduire un
ensemble d’axiomes contraignant les relations qu’entretiennent les étiquettes
du terme source et du terme cible.

Dans cette section nous allons construire de toutes piéces un étiquetage
pour un systéme de récriture du premier ordre exemple. Les coulisses de cette
construction présenteront conjointement des mécanismes d’étiquetage et les
cinq axiomes du cadre axiomatique défini dans la section 1.3 (définition 1.15).

Considérons une signature . = {a,f,g,h} ou les symboles a, f, g, et h ont
pour arités respectives 0, 2, 1, et 2, prenons la regle de réduction

hx,y) — f(x,h(x,y))

et analysons la réduction de graphe suivante, ou le symbole A est dupliqué mais
ou un partage est maintenu sur I'expression g(a). Le radical et le réduit sont
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La zone d’effet, en noir, est une partie connexe du réduit qui contient tout ce qui
est créé ou modifié par la réduction.

FIGURE 1.4: Zone d’effet

soulignés dans la représentation en termes, et leurs racines sont marquées d’'une
étoile dans la représentation en graphes.

(1) (42)
£~ =~
f(g(@), hg(@),a)) (t1) riy = KCW
— f(gla), f(gla),h(ga),a))) (t2) & 4 N
a g a
a

Nous allons représenter le graphe %; par un étiquetage tll du terme #;
dans lequel chaque étiquette représente un nceud du graphe. Nous mettrons
des étiquettes sur les symboles [, g et h. En particulier, les étiquettes des
deux occurrences de g doivent étre égales, et les autres étiquettes doivent étre
différentes. Nous pouvons prendre par exemple :

fugP(a), h°(gP(),)) @)

Remarquons en revanche qu’il n’est pas nécessaire d’étiqueter les symboles
a pour indiquer leur partage : comme nous partageons des sous-termes et
comme les symboles g sont partagés, les occurrences correspondantes de a sont
partagées de méme.

Maintenant, la réduction de ¢; va agir sur les étiquettes selon les principes
suivants. Si une étiquette symbolise un emplacement en mémoire, alors la
création d’étiquettes correspond a l’allocation de mémoire. Ainsi, de nouvelles
étiquettes correspondent a la création ou a la duplication de nceuds du graphe
source. Nous appelons zone d’effet d'un pas de réduction p et notons effz(p) la
partie de la cible de p ou de nouvelles étiquettes apparaissent (la zone noire
dans la figure 1.4). Intuitivement, une zone d’effet petite tend a indiquer que
peu de duplications ont lieu.

Pour commencer, nous ne voulons pas qu'un pas de réduction modifie son
contexte : la zone d’effet est contenue dans le réduit f(g(a),h(g(a),a)) et le
contexte étiqueté f*(gP(a),0) conserve ses étiquettes.

Ensuite, remarquons que certains sous-termes du réduit sont des copies
conformes de certains sous-termes du radical. C’est le cas par exemple de
h(g(a),a) et la premiere occurrence de g(a). Il n’est pas nécessaire de créer
de nouvelles copies de ces sous-termes. Ils peuvent donc rester en dehors de
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la zone d’effet et hériter des étiquettes de leur source. L'axiome Zone d’effet
(définition 1.9) vérifie que toute autre position est dans la zone d’effet.

Finalement, seule la nouvelle occurrence de f a besoin d'une nouvelle éti-
quette, par exemple Y, et nous pouvons proposer I'étiquetage tl2 suivant de ¢
pour représenter le graphe 9.

F4gP(a), 7 (gP(a),h*(gP(a),a))) ()

A cet instant, nous devons générer une nouvelle étiquette y d’'une maniere
qui ne mette pas en danger la propriété de partage : nous devons notamment
éviter que y soit égale a I'étiquette d'un sous-terme différent. De préférence,
nous chercherons a avoir un procédé qui construit les nouvelles étiquettes en
se servant uniquement du radical et sans requérir d’'informations globales sur
le contexte. Ce choix fondamental dans la construction permet de définir la
réduction étiquetée comme un schéma de récriture de termes usuel.

Pour éviter les collisions fortuites, nous allons faire apparaitre dans y des
informations qui sont caractéristiques du radical réduit. Ainsi, deux radicaux
différents vont engendrer des étiquettes différentes, alors que deux copies du
méme radical pourront naturellement avoir des évolutions similaires. Dans le
cadre de la métaphore sur la mémoire, une telle caractérisation d'un radical
est son identité physique, c’est-a-dire son étiquette. Ce choix est possible si et
seulement si la racine du radical est étiquetée, ce qui sera imposé par un axiome
Etiquette racine. Dans notre exemple, P'étiquette w du symbole 4 dans tl1 valide
ceci. Maintenant, 'étiquette y peut étre construite explicitement a partir de
Iétiquette w et d’autres informations prises dans le radical ou le réduit. Disons
par exemple que f7 est le symbole a la position € du réduit d'un radical d’identité
w, et écrivons y = [w,€].

Un tel procédé fonctionne pourvu qu'une derniére condition soit vérifiée :
une fois qu’un radical d’étiquette racine w a été réduit et a créé des étiquettes
de la forme [w,€], aucun radical d’étiquette racine w ne doit plus étre créé. Ou
mieux : aucune occurrence de ’étiquette w ne doit plus étre générée.

Une premiére précaution a court terme consiste a changer I’étiquette de
h, c’est-a-dire de faire entrer A dans la zone d’effet. Une des conditions de
I'axiome Zone d’effet impose donc que les copies de la racine du radical soient
dans la zone d’effet. Remarquons aussi que la nouvelle étiquette de A, dans
[w,2] dans I'exemple ci-dessous, doit étre différente de la nouvelle étiquette
Y = lw, €] créée pour f. Un axiome Partage impose aux différentes étiquettes
créées par un méme pas de réduction d’étre compatibles. L'étiquetage tl2 du
terme t9 finalement obtenu pour la représentation du graphe %, est

FugPa), g (), h'? (gF(a),a))) (th)

Enfin, nous devons assurer le maintien a long terme de cette propriété. Pour
ceci, nous utilisons deux ingrédients :
— Un ordre partiel < sur les étiquettes tel que w < [w, p] pour toute étiquette
w et toute position p. Deux axiomes Progression et Héritage controlent la
progression des étiquettes d'un terme par rapport a cet ordre.



1.3. LE CADRE AXIOMATIQUE 65

— Un invariant d’indépendance sur les termes étiquetés qui bannit la cohabi-
tation dans un terme de deux étiquettes a et f telles que a <  (propriété
d’indépendance, définition 1.17).

Dans ce cadre nous avons tous les ingrédients nécessaires a la preuve de la
préservation de la propriété de partage par la réduction parallele (théoréme de
partage 1.19). Nous pourrons donc justifier que la réduction de termes étiquetés
décrit fidelement une réduction de graphes.

1.3 Le cadre axiomatique

Cette section contient la définition des systemes de partage étiquetés (Sharing-
via-Labelling Systems, SLS, définition 1.15) et de leur réduction paralléle éti-
quetée (définition 1.16), ainsi que la preuve du fait que cette derniére préserve la
propriété de partage (théoréme 1.19).

La construction suit les principes présentés a la section 1.2 ci-dessus en deux
étapes. D’abord sont définis les ATRS marqués (définition 1.9), qui enrichissent
les ATRS d'un marquage des effets potentiels d'un pas de réduction (sa zone
d’effet, encadrée par 'axiome Zone d’effet). Enfin, les SLS sont définis comme
des ATRS marqués dont les termes sont partiellement étiquetés et vérifiant les
quatre axiomes Etiquette racine, Progression, Héritage et Partage.

1.3.1 ATRS Marqués

Un ATRS peut étre étendu par des zones d’effet identifiant dans chaque
réduction une partie du réduit contenant toutes les positions susceptibles d’avoir
été créées ou modifiées par la réduction (figure 1.4). Laxiome Zone d’effet exprime
cette propriété par contraposition : tout sous-terme qui a une intersection vide
avec la zone d’effet doit étre syntaxiquement égal a un sous-terme strict du
radical. Ceci forme un ATRS marqué.

Définition 1.9 (ATRS marqué). Soit Z =(%,9 ,%,dex,duct,ctx,effz) un hep-
tuplet tel que :
- (£, 9,%,dex,duct,ctx) est un ATRS.
— Pour toute réduction p € &, effz(p) est un segment initial (définition 0.25)
de pos(duct(p)) appelé zone d’effet de p.
2 est un ATRS marqué si 'axiome suivant est vérifié :

Zone d’effet Pour tout pas de réduction p € &# et toute position p telle que
p € pos(duct(p)) \ effz(p), il existe une position q € pos(dex(p)) telle que
q # € et dex(p)lg = duct(p)lp.

Remarque 1.10. La condition q # € assure que toute copie de la racine du
radical est dans la zone d’effet, ce qui va forcer la génération d’une ou plusieurs
nouvelles étiquettes. Cette précaution est utile a la préservation de la propriété
dite d’indépendance (définition 1.17, lemme 1.18) qui sera centrale & la preuve de
partage (théoréeme 1.19).
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Exemple 1.11.
Soit p un pas de réduction tel que

dex(p) 2(f(a,b))
duct(p) = h(g(f(a,bd)),a)

Tout segment initial de {€,1,11,111,112,2} qui contient {€, 1} est une zone d’effet
admissible pour p. La colonne gauche du tableau suivant en donne des exemples,
avec a droite les préfixes de duct(p) correspondants.

{e, 1} h(g(d),0)
{e,1,2} h(g(0),a)
{€,1,11,111,112,2} h(g(f(a,b)),a)

Le chapitre 3 illustrera l'impact du choix d’une zone d’effet.

Remarquons également qu'un pas de réduction p qui opére un écrasement
(collapsing reduction) peut avoir une zone d’effet vide.

Exemple 1.12.
Soit p un pas de réduction tel que

dex(p) = g(f(a,d))
duct(p) = f(a,b)

Alors il est possible de définir

effz(p) = @

1.3.2 Systemes de partage étiquetés (SLS)

Les systémes de partage étiquetés (Sharing-via-Labelling Systems, SLS) sont
définis comme une spécialisation des ATRS marqués ou la signature contient
des symboles potentiellement étiquetés et ou les étiquettes sont partiellement
ordonnées (par une relation <).

Laxiome Etiquette racine demande au symbole racine de tout radical d’étre
étiqueté. Les axiomes Progression et Héritage contrélent la progression des
étiquettes par rapport a l'ordre partiel < : la Progression demande que les
nouvelles étiquettes soient plus grandes que I’étiquette racine et 'Héritage que
les nouvelles étiquettes ne dominent aucune étiquette qui ne serait pas présente
dans le radical. L'axiome Partage interdit les collisions entre les étiquettes créées
simultanément dans une méme zone d’effet.

Définition 1.13 (Signature étiquetée). Soit . une signature, et & un ensemble
dénombrable dont les éléments sont appelés étiquettes (1abels). Notons FZ =
{fef e &, ae ¥} la signature étiquetée qui ajoute des étiquettes de &L aux
symboles de & en préservant leur arité. La signature partiellement étiquetée
S L] est définie par 1L =S UFZ.
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Soit t un terme sur une signature F[£). Le terme sur # obtenu en retirant a
t toutes ses étiquettes est noté t°.

Soit t un terme sur une signature [ Z), et p € pos(t). Si t(p)=f* avec f € &
et a € £, alors on note 1,(t) = a l'étiquette a la position p dans t. Sinon 7,(t)
n’est pas définie. Lexpression 1.(t) désignant ’étiquette racine de t pourra étre
abrégée en 1(t).

Pour tout terme t, s’il existe une position p € pos(t) telle que 1,(¢) = a, alors
nous disons que a apparait dans t. Pour tout terme t et toute étiquette o, nous
notons 1oy (t) 'ensemble des positions des occurrences de a dans t :

log(t) = {pepos(t)|1y(t)=al
Dans la suite, I'écriture de 7,(¢) supposera l'existence de cette étiquette.

Définition 1.14 (Propriété de partage). Un terme t sur une signature £[£]a
la propriété de partage, ce qu’on note S(t) (sharing), si pour toutes positions
P,q € pos(t), Tp(t) = 14(t) implique t|, = tly. Dans ce cas, nous notons %; le
graphe décrit par t.

Définition 1.15 (SLS). Soit (£,<,X) un triplet tel que :
— % est un ensemble dénombrable d’étiquettes.
— < est un ordre partiel sur £ dont nous notons < lordre strict.
- 2 =(S1¥1,9,%,dex,duct, ctx,effz) est un ATRS marqué sur une signa-
ture étiquetée L[ L.
Le triplet (£,<,X) est un SLS si les axiomes suivants sont vérifiés :

Etiquette racine Pour tout pas de réduction p € Z 'étiquette racine t(dex(p))
est définie. Nous la notons en abrégé 1(p).

Progression Pour tout pas de réduction p € Z et toute étiquette a € £ appa-
raissant dans effz(p), 1(p) < a. Si de plus effz(p) n'est pas un singleton,
alors 1(p) < a.

Héritage Pour tout pas de réduction p € &, toute étiquette € £ apparaissant
dans effz(p) et toute étiquette a € L \{t(p)}, si a < P alors il existe une
étiquette y € £ apparaissant dans dex(p) telle que a <.

Partage Pour tout pas de réduction p € % tel que S(dex(p)) et pour toutes
positions p,q € effz(p), si 1p(duct(p)) = 14(duct(p)) alors nous avons
duct(p)lp = duct(p)lg.

Une étiquette a € £ est initiale s’il n’existe aucune étiquette f € £ telle que
< a. Un terme t est initial si toutes ses étiquettes sont initiales et différentes.
Un t t est initial si tout t it t initial td t

L’axiome Progression permet qu'une étiquette de la zone d’effet soit égale
a I'étiquette racine du radical uniquement dans le cas ou la zone d’effet est un
singleton, c’est-a-dire uniquement dans le cas ou il n’y a qu’une étiquette a créer.
Remarquons que la réduction étiquetée sans partage — ne préserve pas la
propriété de partage : seule la réduction parallele étiquetée (définition 1.16) et
les séquences de réduction correspondantes ont un sens graphique. La réduction
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parallele étiquetée est la combinaison de tous les pas de réduction portant une
étiquette racine donnée, et est une réduction paralléle au sens de la définition 1.6.

La condition sur les pas de réduction équivalents dans la définition suivante
assure que le radical réduit en parallele est bien présent a chaque occurrence de
Pétiquette ciblée.

Définition 1.16 (Réduction parallele étiquetée). Soit t un terme dans un SLS tel
que S(t), et w une étiquette apparaissant dans t. Par S(t) les positions de 10,(t)
sont deux a deux disjointes. Soit un pas de réduction p € X tel que 1(p) = w et
pour toute position p € 1o, (?) il existe un pas de réduction p, € %(t, p) équivalent
a p. Alors t se réduit parallélement vers t' = t[duct(p)lio, ), noté t =, ¢t

La préservation de la propriété de partage requiert un invariant auxiliaire
de la réduction parallele étiquetée :

Définition 1.17 (Propriété d'indépendance). Un terme t dans un SLS a la pro-
priété d’indépendance, ce que nous notons I(t), s’il n’existe pas deux étiquettes
a,B € £ apparaissant dans t telles que a < f.

Cet invariant, combiné a ’axiome Progression, assure notamment que les
étiquettes créées dans la zone d’effet d’un pas de réduction n’entrent pas en
collision avec les étiquettes du contexte.

Lemme 1.18 (Indépendance). Dans tout SLS, si S(t), I(t) et t =, t', alors I(t').

Démonstration. Par définition de la réduction parallele étiquetée, il existe un
pas de réduction p tel que 7(p) = w et tous les sous-termes étiquetés par w dans
t sont remplacés par duct(p) dans ¢'. Soient a, f deux étiquettes apparaissant
dans t' telles que a < . Raisonnons par cas sur la position de f.

I) Si B apparait dans ¢, alors par I(¢) il n’y a pas d’occurrence de a dans
t. Donc a apparait dans effz(p), et par axiome Progression w < a. Par
transitivité o < B, ce qui contredit I(z).

II) Si B n’apparait pas dans ¢, alors  apparait dans effz(p). Raisonnons par
cas sur la position de a.

i) Si a apparait dans ¢.

— Si w = a, alors w apparait dans ¢'. Par définition de la réduction
paralléle étiquetée w apparait dans duct(p), et par axiome Zone
d’effet w apparait dans effz(p).

— Si effz(p) est un singleton alors w = 8, donc a = §, ce qui contre-
dit a < .
— Sinon, alors par axiome Progression w # w, ce qui n’est pas.

— Siw # a, alors par axiome Héritage il existe y apparaissant dans

dex(p) telle que a <y, ce qui contredit I(¢).

ii) Si a n’apparait pas dans ¢, alors a apparait dans effz(p).
- Siw=a.
— Si effz(p) est un singleton alors a = §, ce qui contredit a < S.
— Sinon, alors par axiome Progression w # w, ce qui n’est pas.
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— Si w # a, alors par axiome Héritage il existe une étiquette y appa-
raissant dans dex(p) telle que a <, ce qui contredit I(z). O

Nous avons maintenant tous les outils en main pour prouver le théoréme
principal de ce chapitre, qui assure que la réduction parallele étiquetée d'un SLS
préserve la propriété de partage et donc décrit une transformation de graphes.

Théoréme 1.19 (Partage). Dans tout SLS, si S(t), I(¢) et t =, t', alors S(').

Démonstration. Par définition de la réduction parallele étiquetée, il existe un
pas de réduction p tel que 7(p) = w et tous les sous-termes étiquetés par w
dans ¢ sont remplacés par duct(p) dans ¢'. Soient p’,q’ € pos(t'). Supposons
7,/(¢') = 74(t') = a. Raisonnons par cas sur p',q’.
— Sini p’ ni ¢’ nest dans la zone d’effet d’'un radical réduit, alors par
axiome Zone d’effet il existe une position p (resp. ¢) dans pos(¢) telle que
t(p) =t'(p’) (resp. t(q) =t'(¢")). En particulier 7,(¢) = 74(t) = @, et t|, = ¢lq
par S(¢). Soient P ={p1 | 7,(¢|p) =alet @ ={q1 | 74,(¢[,) = a}. Alors P =@,
et par définition de la réduction paralléle étiquetée

t'|pr = tlplduct(p)lp = tlglduct(p)lg =t'ly

— Si p’ et ¢’ sont toutes deux dans la zone d’effet d’un radical réduit, alors
par axiome Partage et comme tous les réduits sont égaux a duct(p) nous
avons t'|, =]y

— Si p’ est dans la zone d’effet d’un radical réduit, et pas g’, alors d’'une part
w < a par axiome Progression et d’autre part a apparait dans ¢ par axiome
Zone d’effet. Comme w et a apparaissent dans ¢, si w < a alors nous avons
une contradiction avec I(¢). Sinon w = a, ce qui implique que w apparait
dans t' en dehors de la zone d’effet d'un radical, ce qui contredit 'axiome
Zone d’effet. O

Remarquons que tout terme initial ¢; vérifie S(¢;) et I(¢;). Ainsi le lemme 1.18
d’indépendance et le théoreme 1.19 de partage ont pour corollaire immédiat :

Corollaire 1.20 (Partage a long terme). Dans tout SLS, si t; est un terme initial
et si une séquence de réductions paralléles étiquetées mene de t; a un terme t,
alors S(t).

1.4 Exemple formel

Cette section formalise dans le cadre des SLS I'exemple de la section 1.2. Les
symboles a, f, g, et h sont des constructeurs d’arités respectives 0, 2, 1, et 2. Les
étiquettes sont construites a partir de positions. Définissons :

Etiquettes (&) : a = plla,pl p position
Termes () : t x|a|F*t1,....,tn) Fel{f,g,h}

La relation < est le plus petit ordre partiel vérifiant w < [w, p] pour toute
étiquette w € £ et toute position p.
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Définissons la regle de réduction étiquetée
hOG,y) = N R, )

Un pas de réduction est 'application de cette reégle dans un contexte quelconque.
Alors la réduction paralléle étiquetée préserve la propriété de partage, ce
que nous allons vérifier en exprimant ce systéme comme un SLS.

Instanciation 1.21. Considérons le triplet (&#,9 ,2) formé de :

— la signature & ={a,f,g,h},

— lensemble I des termes étiquetés selon la grammaire précédente, et

— lUensemble X des pas de réduction étiquetés.
Pour tout pas de réduction p € Z, notons p : c[h®(ty,t,)] — clfleel(t,, hlo2)e,, ty)]
et définissons :

— dex(p) = h®(tx, ty)

_ duct(p) - f[“”E](tx,h[“”Z](tx, ty))

- ctx(p)=c

— effz(p) ={e,2}

Lemme 1.22. Le systéeme X~ = (¥[¥£],9 ,%,dex,duct,ctx,effz) est un ATRS
marqué.

Démonstration.

Source & Cible J contient tous les termes syntaxiques de la grammaire.
Résidus La relation de réduction est close sous tout contexte.

Zone d’effet Toute position hors de la zone d’effet est une position d’'un sous-
terme de ¢, ou de ¢,. O

Lemme 1.23. Le triplet (£,<,Z) est un SLS.

Démonstration.
Etiquette racine Toutes les occurrences de A sont étiquetées.

Progression Soit un pas de réduction p € Z d’étiquette racine w. Toute éti-
quette de la zone d’effet a la forme [w,e] ou [w,2], avec w < [w,e€] et
w<[w,2].

Héritage Soit un pas de réduction p € Z d’étiquette racine w. Soit § une éti-
quette de la zone d’effet. Alors § a la forme [w,€] ou [w,2]. En particulier
tout a € £ tel que a < p vérifie a < w.

Partage Les deux étiquettes [w,€] et [w,2] de la zone d’effet sont différentes, il
n’y a donc rien a vérifier. O

Ainsi, notre systéme étiqueté est bien un SLS, et par théoréme 1.19 ses
étiquettes décrivent bien un systéme de réduction de graphes.
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1.5 Comparaison d’étiquetages

Un ATRS X étant donné, il existe potentiellement de nombreuses maniéres
de construire un SLS X! en ajoutant des étiquettes a =, qui peuvent générer
ou non des notions de réduction parallele étiquetée équivalentes. A plusieurs
reprises dans cette thése (chapitres 3, 4, et 7) nous aurons ainsi a comparer diffé-
rents étiquetages d'un méme systéme de récriture pour démontrer la bisimilarité
des réductions partagées qu’ils décrivent.

La présente section introduit des outils pour permettre cette comparaison,
en caractérisant en particulier les termes qui se correspondent dans différents
étiquetages d’'un méme systéme sous-jacent.

Pour cela nous commencons par formaliser les critéres qui permettent d’af-
firmer qu’un SLS X! est un étiquetage d'un ATRS X. Cette caractérisation est
directement issue d'une caractérisation abstraite de ’étiquetage d'un ARS pro-
posée par van Oostrom [Ter03, Chap. 8]. L'idée de cette relation d’étiquetage,
appliquée & un SLS X! et un ATRS sous-jacent X = (Z)* tient dans les faits
suivants :

Le passage d’un terme de X! & un terme de X est fait en en retirant les
étiquettes.

Une fonction des termes de = dans ceux de X! définit un étiquetage qualifié
d’initial.

Tout pas de réduction étiquetée de = se projette sur un pas de réduction
non-étiquetée de Z.

Tout pas de réduction non étiquetée de X a un unique équivalent étiqueté
dans X! pour chaque étiquetage de sa source.

Formellement, cette relation est une notion enrichie de bisimulation. Ci-dessous,
nous adaptons au cadre des ATRS la définition proposée par van Oostrom pour
les ARS [Ter03, Chap. 8].

Définition 1.24 (Etiquetage d’'un ATRS). Soit (¥£,<,Z;) un SLS avec X; =
(AlLL), T, %;,dex;,duct;, ctxy,effz;). Soit X =(¥,T ,R,dex,duct, ctx) un ATRS.
Nous dirons que 2; est un étiquetage du systeme Xsi S1 =, 9" =T, et s'il existe
une fonction d’étiquetage initial i(.) de I vers J; et une fonction de projection
(.)* de R; vers Z telle que pour tout pas de réduction p; € & :

- dex(pZ) =dex;(p;)*

- duct(p;) = duct;(p;)"

- ctx(p;) =ctx;(p;)*
et pour tout pas de réduction p € &% et tout étiquetage autorisé t; € I; de la
source t = src(p) il existe un unique pas de réduction p; € % tel que p; = p et

src(p;) =t;.

Cette bisimulation nous permettra en particulier dans cette thése de compa-
rer les séquences de réductions dans différents étiquetages d'un méme ATRS
sous-jacent. Pour ce faire, la notion de réduction miroir caractérise les équiva-
lents étiquetés d’'un méme pas de réduction non étiqueté dans deux systémes
étiquetés différents. La définition suit ce diagramme avec les pas p : t — ¢/,
p1:t1—t), et pa ity — t, tels que pj = p = pj.



72 CHAPITRE 1. UN CADRE AXIOMATIQUE POUR LE PARTAGE

t1—pP1—t)
t—pPp—¢
ta—P2—>t;

Définition 1.25 (Réductions miroirs). Soient deux SLS X1 et X9 qui sont deux
étiquetages d’'un méme ATRS Z. Un pas de réduction miroir dans les systémes
2 et Xy est une paire (01, 02) € #1xRs telle que p] = py. Nous appellerons source
(resp. cible) de (p1,p2) la paire (srci(p1),srca(p2)) (resp. (tgt1(p1),tgty(p2)).
Cette notion s’étend aux séquences de réduction ainsi qu’a la réduction paralléle
étiquetée.

De cette relation entre des séquences de réductions nous déduisons une
relation entre des termes, caractérisant des termes étiquetés de deux systémes
différents pouvant étre obtenus d’'une méme source par des séquences de réduc-
tion miroirs.

Définition 1.26 (Termes miroirs). Soient deux SLS X1 et Zo qui sont deux
étiquetages d’'un méme ATRS Z. Soient t1 et tg9 deux termes étiquetés respective-
ment dans 97 et J9. Les termes t1 et t9 sont miroirs, noté t1 ~ to, s’il existe un
terme non étiqueté t € I et une séquence de réduction miroir (p1,02) de source
(i1(2),1i9(2)) et de cible (t1,t2). Nous noterons t1 = to si de plus une séquence miroir
de réductions paralléles étiquetées témoigne de t1 ~ to.

Lemme 1.27 (Termes miroirs). Soient deux SLS Z1 et X9 qui sont deux étique-
tages d’'un méme ATRS X. Soient t1 et tg deux termes étiquetés tels que t1 ~ to.
Alors t] =t

Démonstration. Par récurrence sur la longueur de la séquence de réduction
miroir. O

Par définition méme, la relation “termes miroirs” est une bisimulation entre
les deux systémes concernés. Un enjeu de certains chapitres ultérieurs (cha-
pitres 3, 4, et 7) sera de prouver que cette bisimulation peut dans certains cas
valoir non seulement pour la réduction simple mais aussi pour la réduction
paralleéle étiquetée.
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1.6 Discussion

Pour conclure ce chapitre la présente section met en perspective le cadre
axiomatique qui vient d’étre défini. La section 1.6.1 discute des points clés de
Iexpressivité des SLS, puis la section 1.6.2 compare notre cadre avec d’autres
formalisations de la réduction de graphes ou de la réduction partagée. La sec-
tion 1.6.3 enfin détaille les usages qui peuvent étre faits des SLS et les points
susceptibles de receler des difficultés ou absences de difficultés notables selon
les usages.

1.6.1 Expressivité du cadre axiomatique

Le systéeme présenté dans ce chapitre axiomatise le partage par étiquettes
selon trois directions : les systémes de termes sous-jacents, le partage, et les
étiquetages. Chacun de ces niveaux d’abstraction apporte son propre pouvoir
d’expression. Nous les passons ici en revue dans l'ordre inverse.

Les étiquettes jouent deux roles. Comme annoncé elles décrivent d’abord
le partage, mais elles doivent aussi contenir suffisamment d’information pour
permettre la génération d’étiquettes fraiches. Les axiomes Progression et Héri-
tage utilisés a cet effet sont strictement moins restrictifs que leurs équivalents
dans les approches précédentes du partage par étiquettes [Mar91, BLMO07,
Bal10a, Bal12b]. En particulier nos étiquettes peuvent, mais ne sont pas obli-
gées de, contenir autant d’information causale que leurs prédécessrices. Une
conséquence est que les séquences d’étiquettes et les nceuds factices qui peuvent
créer des chaines d’indirection arbitrairement longues dans de précédents tra-
vaux [Bal12b] ne sont plus nécessaires. Ceci est rendu possible par un invariant
d’indépendance qui est strictement plus général que ses prédécesseurs comme
la maximalité [BLMO7]. Ce point est une clé de la contribution technique de
ce chapitre, dont nous apprécierons la portée en particulier aux chapitres 8, 9,
et 11.

Les systémes de réduction de graphes pouvant étre décrits dans le cadre
axiomatique viennent de la combinaison de deux parametres : d’abord la zone
d’effet spécifie les positions pour lesquelles de nouveaux nceuds sont créés, puis
Pétiquetage détermine les positions de la zone d’effet qui sont partagées ou non.
Le premier parameétre est encadré par I'axiome Zone d’effet et le deuxiéme par
Iaxiome Partage, qui sont tous deux exprimés en termes d’égalité syntaxique
de sous-termes. Ceci nous permet de décrire une grande variété de systémes
de réduction de graphes, dont notamment les nombreuses variantes de ’appel
par nécessité, de la réduction paresseuse [Lau93, AFM* 95, DMMZ10], et de la
réduction pleinement paresseuse [Wad71, AF97, Ses97, SW10, BLMO07] qui ont
été étudiées sur le A-calcul ou des calculs similaires. Certaines de ces variantes
ont été étudiées dans une version précédente du partage par étiquettes [Ball2b],
mais cet encodage se faisait au prix de la définition de stratégies de réduction
finement ciselées pour 'adaptation a chaque cas. Nous pouvons maintenant
poursuivre ces études dans notre nouveau cadre sans ce besoin de trafiquer au
préalable la dynamique du systéeme.
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Enfin, le cadre abstrait pour la récriture de termes ne fait aucune hypothese
sur la forme des reégles de réduction ni sur les systémes de termes sous-jacents,
et fait peu d’hypothéses sur les conditions d’application de ces regles. La seule
restriction est celle qui interdit & des pas de réduction affectant des sous-termes
disjoints d’'une méme source d’interférer I'un avec I'autre (figure 1.3 et axiome
Résidus). De plus, la spécification arbitraire d'un ensemble de termes permet
naturellement de travailler avec des termes vérifiant certains invariants. Ainsi,
tout systéme raisonnable de récriture de termes est susceptible d’étre représenté.
Voici a titre d’exemples quelques classes de systémes d’ordre supérieur qui sont
intéressantes d’un point de vue de la théorie de la récriture, et qui sont de plus
pertinentes pour I’étude de la programmation fonctionnelle.

Calculs conditionnels Les stratégies de réduction closes [FMS05] sont des
familles de fragments du A-calcul adaptés a 'implémentation puisqu’ils
ne nécessitent pas d’a-conversion. Ces stratégies introduisent des condi-
tions sur la B-réduction portant sur les variables libres des radicaux. De
nombreux chapitres de cette thése concernent des systémes en réduction
faible, qui en sont un cas particulier.

Systemes non-linéaires-droits Plusieurs exemples assez populaires de sys-
temes d’ordre supérieur sont basés sur des regles dont les membres droits
ne sont pas linéaires [KvOvR93, Ter03]. C’est le cas en particulier de la
régle de point fixe px.t — t“ =54 ou des fonctions fold et map.

Systemes non-orthogonaux La récriture d’ordre supérieur est utile a I'étude
des transformations de programmes. Des systémes non-orthogonaux peuvent
étre observés dans ce cas, comme le A-lifting pleinement paresseux [Hug82,
PJ87] que nous verrons aux chapitres 8 et 9. Un autre réservoir bien connu
de systemes non-orthogonaux est 'importante littérature sur les calculs
avec substitutions explicites [ACCL90, Kes07]. Les substitutions explicites
sont un outil important pour réduire I’écart entre la définition formelle de
la B-réduction et ses diverses implémentations.

Systémes non-séquentiels Définir des fonctions par cas au moyen d’opéra-
tions de filtrage est un trait tres appréciable de la programmation fonc-
tionnelle. Une difficulté théorique majeure est la gestion des erreurs de
filtrage, qui sont non-séquentielles en général [JK09] et donc similaires a
Popérateur ou paralléle. Voir le chapitre 6.

1.6.2 Comparaison avec d’autres techniques

Le partage et la récriture de graphes ont déja été décrits et étudiés de
nombreuses maniéres différentes, dont nous passons en revue les principales ici.
Nous les comparons avec notre cadre axiomatique selon trois axes :

Expressivité : la quantité de systémes de récriture compatibles et leurs carac-
téristiques.

Pouvoir de partage : le niveau de partage atteignable sur les systémes com-
patibles.
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Complexité du formalisme : la simplicité ou complexité de la définition et de
la manipulation d’'un systéme.

Systemes de récriture adressés (Adressed TRS) Dougherty et al. [DLLLO05]
proposent des systémes du premier ordre étiquetés présentant un pouvoir de
partage similaire a celui des SLS. Ils autorisent les systémes non-orthogonaux,
mais aussi des cycles représentant des termes infinis, ce que nous ne faisons
pas ici. Ils ne font aucune mention de 'ordre supérieur. Leur technologie est
légérement plus complexe que la récriture de termes : les nouvelles étiquettes
sont choisies globalement fraiches. Par conséquent la réduction d’un radical
dépend de son contexte global et la réduction paralléle ne se décompose pas en
séquences de pas de réduction simples.

Graphes-termes (Termgraphs) Les graphes-termes [BvEG*87, Plu99, Blo01,
Kah98] apportent des mécanismes de partage pour tout systéme du premier
ordre ou d’ordre supérieur, avec un pouvoir de partage équivalent a celui des
SLS dans de nombreux cas, et autorisent également les cycles [BBCKO7]. Leur
formalisme est bien plus complexe que celui des SLS, car les graphes-termes
requierent des critéres de correction subtils, en particulier a 'ordre supérieur, et
des notions non triviales de morphismes de graphes avec lieurs.

Appel par nécessité (Call-by-Need) Le A-calcul en appel par nécessité [AFM*95,
AF97, MOW98, CF12] et sa version pleinement paresseuse [AF97] donnent
une traduction simple et élégante de 'algorithme de graphes de Wadsworth
pour I’évaluation du A-calcul [Wad71]. Nobuko Yoshida [Yos94] développe égale-
ment des idées similaires en utilisant des substitutions explicites a la place de
constructions let. Ces travaux réussissent a n’utiliser que des termes et de la
réduction simple de termes. Cependant, ils nécessitent des regles structurelles

ou des équations structurelles. Notons que ce dernier point a été amélioré récem-
ment [CF12]. Concernant 'expressivité, ces travaux traitent du cas particulier

du A-calcul, qui est un systéme orthogonal.

Réseaux d’interaction Les réseaux d’interaction permettent d'implémenter
de vastes classes de systémes de récriture du premier ordre et d’ordre supé-
rieur [FM98, FMSWO09, Mac98, Mac04]. Ils sont connus en particulier pour la
réalisation de partages non-optimaux mais néanmoins trés puissants [Mac98,
Mac04]. La limite de leur expressivité tient a leur nature séquentielle. De plus,
la décomposition de chaque opération qu’ils imposent rend le lien d’un systéme
d’interaction avec sa spécification sous forme de termes techniquement délicat.

Partage optimal (Sharing graphs) Les implémentations optimales de sys-
temes d’ordre supérieur [Lé80, Kat90, Lam90, AL96, AG98] mettent en ceuvre
un partage plus approfondi que ce que nous pouvons faire ici. En particulier,
les sharing graphs permettent le partage d’'un fragment de terme avec cer-
tains fragments de ses sous-termes, ce qui forme des cycles qui ne peuvent pas
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exister dans les SLS. En outre ces implémentations s’appliquent a travers les
systémes d’interaction [AL96] & une large classe de systémes d’ordre supérieur
orthogonaux. Cependant, ces travaux ne s’appliquent pas a tous les systéemes
orthogonaux, et ne s’appliquent pas du tout aux systémes non-orthogonaux. En-
fin, si ces graphes n’utilisent que des régles de réduction locales et tres simples,
ils nécessitent aussi des structures de controéle additionnelles au comportement
subtil qui, comme dans les réseaux d’interaction, rendent complexe le lien avec
les termes usuels.

Version préliminaire [Ball2a] La présentation des SLS faite dans ce cha-
pitre a quelques différences mineures avec l'article [Bal12a].
— DLlaxiome Séparation a été renommé en Partage.
— Laxiome Contribution est séparé en les deux axiomes Progression et
Héritage.
— La relation transitive et irréflexive — est remplacée par un ordre <.
— Il est maintenant permis, uniquement au cas ou la zone d’effet est un
singleton, que I'étiquette racine d’un radical apparaisse dans un radical.
Ce point sera utile aux chapitres 8 et 9.

1.6.3 Utilisabilité du cadre axiomatique

Les travaux axiomatiques ont en général ceci d’élégant qu’ils capturent des
propriétés jugées intéressantes dans un cadre significativement épuré. Le prin-
cipe est d’identifier des conditions générales (les axiomes) permettant 1’établisse-
ment d’un certain résultat ou d’'une certaine théorie. Un théoreme axiomatique
peut donc étre vu comme un méta-théoréme, duquel nous pouvons déduire des
théorémes concrets a chaque fois que nous sommes capables d’exhiber un sys-
teme vérifiant les méta-hypothéses du méta-théoreme, c’est-a-dire en particulier
les axiomes.

Lutilité d’'un résultat axiomatique est donc la méme que celle de n’importe
quel théoréeme mathématique : il est muet si ses hypotheses ne sont pas acquises.
La valeur d’un tel résultat n’est donc pas seulement ce qu’il produit, mais aussi le
chemin parcouru entre les hypotheéses et la conclusion. Un résultat axiomatique
est donc pleinement appréciable quand il repose sur des structures simples a
construire et des axiomes faciles a vérifier.

Analysons donc les structures et les axiomes utilisés ici, puisqu’ils sont les
conditions d’application des résultats de ce chapitre.

Représentation des réductions. La présentation des réduction sous la forme
radical/réduit/contexte (dex/duct/ctx) est en prise directe avec les pra-
tiques usuelles en récriture de termes. Il n’y a donc pas de transformation
nécessaire ici.

Source & Cible et invariants. Il y a deux cas possibles ici. Soit tous les
termes étiquetés sont acceptés et cet axiome est transparent (chapitres 4
et 7 par exemple), soit nous avons besoin d’invariants additionnels sur
la réduction des termes étiquetés, et la vérification de cet axiome est
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alors ramenée a la préservation de ces invariants (chapitres 2, 3, 8 et 9
notamment).

Résidus. Cet axiome est évident quand la réduction est close par tout contexte
ou soumise a des conditions locales (c’est-a-dire concernant le sous-terme
ou les positions préfixes). C’est le cas de tous les cadres de récriture de
termes conditionnelle que je connaisse.

Zone d’effet. Il y a deux maniéres d’approcher la définition de la zone d’effet, en
fonction de I'utilisation faite de 'axiomatique. Si nous avons déja construit
un systéme étiqueté et voulons simplement vérifier qu’il décrit un partage,
alors la zone d’effet est imposée et recouvre exactement la région dans
laquelle les étiquettes sont changées. Si en revanche nous nous servons de
Paxiomatique comme guide dans la construction d'un étiquetage pour un
systéme non étiqueté donné, alors la définition de la zone d’effet est plutot
souple : nimporte quelle région contenant les régions crées ou modifiées
par la réduction peut faire I’affaire. En particulier 'axiome est trivialement
vérifié si la zone d’effet couvre tout le réduit. Cette solution facile étant peu
satisfaisante quant a la qualité du partage produit, il est préférable d’opter
pour une zone “minimale”. Nous obtiendrons dans cette these de telles
zones en considérant les membres droits des regles de réduction et en en
isolant les parties neuves ou potentiellement soumises a une substitution.

Etiquette racine. Cette axiome se vérifie 4 la définition des termes étiquetés.

Ordre sur les étiquettes, Progression et Héritage. A aucun moment dans
cette thése ces axiomes ne seront une difficulté, car nous répéterons le
schéma suivant : prendre des étiquettes librement générées par une gram-
maire donnée, définir un ordre inclus dans 'ordre “sous-étiquette” sur
cette grammaire, et construire les étiquettes de la zone d’effet en utilisant
uniquement les étiquettes du radical et des étiquettes initiales. Notons
néanmoins que si nous prenons un systéme d’étiquettes qui a été généré
différemment il y a ici plus de travail, puisqu’il faut d’abord “deviner” un
ordre qui fera laffaire, puis vérifier les axiomes. Comme 1'axiome Héri-
tage a tendance a contréler drastiquement la comparabilité des étiquettes,
une stratégie de divination qui semble raisonable consiste a partir de la
relation vide, puis ajouter ce qui est imposé par ’axiome Progression en
vérifiant que cela n’entre pas en conflit avec 'axiome Héritage. Estimer la
complexité de ce processus est malaisé du fait de la rareté des cas concrets
a étudier, mais nous verrons que les étiquetages issus de la littérature sur
le partage optimal ne posent pas de difficulté.

Partage. Dans le cas ol toutes les étiquettes de la zone d’effet sont différentes,
il n’y a rien a vérifier pour cet axiome. Ce sera le cas par exemple aux
chapitres 2, 4, 5, 6, 7, et 10. Remarquons que ce cas apparait aussi a
“Iétat naturel” avec les étiquetages utilisés dans I'étude du partage opti-
mal [Mar91, Mar92, BLMO7]. Les chapitres 8 et 9 en montreront un cas
particulier plus simple encore dans lequel certaines régles de réduction
génerent systématiquement une zone d’effet qui est un singleton. Sinon, la
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difficulté de la vérification varie a chaque cas. Aux chapitres 3 et 11, nous
construirons les étiquettes de la zone d’effet en combinant les étiquettes
du radical, et le tout sera de s’assurer que chaque nouvelle étiquette reflete
bien la modification (par exemple la substitution) qui a affecté la position
correspondante. Si difficultés il y a, elles seront généralement dues au non
respect de la convention de Barendregt, point qui sera discuté le moment
venu.

Il y a parfois un équilibre intéressant a trouver entre plusieurs de ces points.
Notamment, une zone d’effet plus petite pourra étre plus délicate a définir, mais
en méme temps apporter une grande simplification a la vérification de ’axiome
de partage, et ce jusqu’a sa trivialisation (voir chapitres 4 et 10). Nous verrons
aussi aux chapitres 2 et 8 comment les difficultés potentielles de ’axiome de
partage peuvent encore étre annulées par la combinaison d’'une zone d’effet
restreinte et d’invariants sur les termes étiquetés.

Nous pouvons donc tirer un bilan sur les deux utilisations possibles de ce
cadre axiomatique, qui présentent des difficultés et des facilités différentes.

— Llutilisation pour ’étude d’un systéme de récriture étiqueté pré-existant
peut demander de I'imagination a deux endroits : la définition d’invariants
sur les termes étiquetés et la construction d’'un ordre sur les étiquettes.
Notons toutefois que le second point est guidé en partie. Le reste des défini-
tions est directement déduit du systeme concret observé. La vérification de
Paxiome de partage dépend ensuite grandement des invariants qui auront
été introduits, et la vérification des axiomes de progression et d’héritage
peut demander du travail.

— Llutilisation pour la création d'un systéme étiqueté simulant un systéme
de réduction de graphes peut également demander de I'imagination a deux
endroits : une fois encore au niveau de la définition d’invariants sur les
termes étiquetés, mais également au niveau de la défintion de la zone
d’effet. L'ordre sur les étiquettes en revanche et les axiomes associés sont
immédiats en suivant les constructions illustrées dans cette these. La
preuve de 'axiome de partage peut demander du travail, en fonction de la
zone d’effet et des invariants établis.

Bilan du chapitre

Dans ce chapitre nous avons tout d’abord vu un cadre abstrait pour la récri-
ture de termes (ATRS, définition 1.3), dans leqel peuvent étre exprimés des pas
de réduction simple aussi bien que des étapes de réduction parallele. Nous avons
ensuite construit dans ce cadre un systéme axiomatique (SLS, définition 1.15)
caractérisant des termes étiquetés munis d’'une notion de réduction parallele
qui simule des étapes de réduction de graphes.

La clé de cette représentation d’'un systéme de récriture de graphes par un
systéeme de récriture de termes étiquetés est la préservation de la propriété
de partage (théoreme 1.19) qui assure que deux sous-termes portant la méme
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étiquette sont syntaxiquement égaux et peuvent donc étre partagés en toute
sécurité.

Enfin, nous avons décrit les différents étiquetages d'un ATRS donné (dé-
finition 1.24), et caractérisé les termes étiquetés qui se correspondent dans
différents étiquetages d'un méme ATRS (termes miroirs, définition 1.26).

Le formalisme des SLS sera utilisé dans I’ensemble de cette thése pour
la représentation de la réduction partagée dans de nombreux systémes de
récriture de termes d’ordre supérieur, y compris des systémes non-orthogonaux
(chapitres 4, 6, 7, 8, et 9 en particulier).

La notion de termes miroirs sera quant a elle utilisée pour comparer diffé-
rents systémes de réduction partagée générés par des SLS différents, notamment
au chapitre 3 pour montrer 'unité de différentes approches de la pleine paresse
trouvées dans la littérature et au chapitre 4 pour vérifier la correction de la
généralisation a la récriture d’ordre supérieur.
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Introduction

La présente partie a un double objectif : d’abord caractériser la notion de
partage pleinement paresseux telle qu’elle peut étre trouvée dans les littéra-
tures sur les langages de programmation fonctionnelle et sur le A-calcul, puis
généraliser cette notion a un cadre de récriture d’ordre supérieur.

D’un bout a 'autre cette exploration s’appuiera sur la représentation du
partage par des termes étiquetés dans le cadre axiomatique de la premiere
partie.

Le chapitre 2 présente la source premiere de I'appel par nécessité et de la
pleine paresse a travers la technique de réduction de graphes proposée par
Wadsworth pour I'évaluation du A-calcul [Wad71]. Ceci sera motif a la définition
d’un premier étiquetage du A-calcul.

Le chapitre 3 passe ensuite en revue d’autres définitions qui ont été données
de la pleine paresse pour le A-calcul et des systémes assimilés [AF97, Ses97,
SW10, BLMO07]. Une présentation uniforme de ces différentes approches est
obtenue au moyen d’'un étiquetage paramétrique du A-calcul, dont ’'étiquetage
du chapitre 2 est un cas particulier. Cette représentation uniforme permet une
comparaison formelle des différents systemes et en particulier la preuve de leur
équivalence.

Le chapitre 4 enfin, fort de ’analyse menée dans les deux chapitres précé-
dents, propose une généralisation a la récriture d’ordre supérieur de la notion de
partage pleinement paresseux, en sélectionnant parmi les idées des différentes
approches vues au chapitre 3 celles qui semblent les plus robustes.

C’est sur la notion de pleine paresse obtenue au terme de cette partie que se
poursuivront les investigations de cette these.
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L’algorithme de Wadsworth
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Dans I'ultime chapitre de sa thése, Wadsworth [Wad71] a proposé la premiére
technique d’évaluation pour le A-calcul combinant le pouvoir de normalisation
de I'appel par nom avec un contréle des duplications aussi bon, et méme meilleur,
que celui opéré par I'appel par valeur. Il a baptisé ce mécanisme « appel par
nécessité ».

La réalisation de 'appel par nécessité combine deux idées. Il s’agit d’abord
de ne réduire que des radicaux nécessaires, ce qui peut étre fait en A-calcul
avec l'appel par nom, qui réduit toujours le S-radical le plus a gauche dans
Iécriture du terme. Ainsi, si le terme considéré admet une forme normale alors
tout pas de réduction suivant cette stratégie est un progres vers cette forme
normale. Ensuite la duplication des termes inhérente au A-calcul est limitée par
des mécanismes de mémoisation, qui permettent de réutiliser les résultats de
calculs précédents.

La mémoisation réalise I’effet suivant. Considérons un argument a qui est
dupliqué par une f-réduction. Nous obtenons deux copies identiques a; et asa.
Au moment ou1 pour la premiére fois la valeur d'une de ces deux copies, disons a1,
est requise, nous effectuons I’évaluation de a1 et obtenons une certaine valeur v;.
Ensuite, le jour ou la valeur de la deuxiéme copie ag sera elle aussi requise, la
valeur v; pourra étre immédiatement utilisée, sans effectuer de nouveau calcul
sur a9.

Cet effet peut étre réalisé concrétement a ’aide de manipulations explicites
d’une mémoire. Par exemple 'argument a qui est dupliqué dans le A-calcul est
plutét stocké en mémoire a une adresse /, et deux pointeurs font référence a
cet 'emplacement mémoire /. Alors, au moment ou la valeur de la premiére
copie est requise, le résultat v de I’évaluation de a remplace a a I'adresse [ en

83
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mémoire. Ainsi il n’y aura effectivement plus aucun calcul a faire lorsque nous
rechercherons 'argument a a I'adresse [ en mémoire. C’est ce mécanisme qui
a été mis en place dés les premiéres mises en ceuvre de langages de program-
mation a évaluation paresseuse [FW76, HJ76] et qui sert d’idée directrice a la
sémantique de la paresse de Launchbury [Lau93].

Wadsworth donne une vue abstraite de ce comportement en évitant toute
mention explicite a4 la mémoire. Il a introduit pour ceci les A-graphes qui re-
présentent des A-termes avec du partage. Ce modele de graphes, en tant que
représentation abstraite de la mémoisation, ne dit pas comment la réaliser en
pratique. En revanche les graphes permettent de décrire le comportement de
la réduction partagée. Ainsi, plus que les graphes eux-mémes ce sont leurs
séquences de réduction qui nous intéressent : nous ne supposerons pas que les
graphes contiennent des informations utilisables sur la maniére dont est structu-
rée la mémoire, car nous n’observerons des graphes que les espaces de réduction
qu’ils définissent et les longueurs des séquences de réduction associées.

Lobjectif de ce chapitre est ’expression de la technique de Wadsworth dans
un systéeme de partage étiqueté. Nous verrons d’abord en section 2.1 la tech-
nique de Wadsworth en ceuvre sur un exemple. La section 2.2 donne quelques
compléments sur le A-calcul et établit un lemme fondamental de la S-réduction
faible. Nous exprimerons ensuite en section 2.3 la technique de Wadsworth sous
la forme d’un A-calcul étiqueté qui est un SLS. La section 2.4 conclut ce cha-
pitre par des discussions sur les stratégies de réduction et sur la représentation
graphique des variables liées.

2.1 Les A-graphes sur un exemple

Cette section présente un exemple de réduction de graphes selon la technique
de Wadsworth. Considérons le A-terme :

to = Ax.(xAy.y)xa))Az.z(Aw.w)b)

Le terme t( est représenté par le graphe %, dessiné ci-dessous. Un noeud @
représente une application, et 1’étoile désigne la position du prochain radical
réduit.

Ax Az
/é\ /é\
(Y (@Y * 9
X Ay X a ;Llw b

|
y w

La fonction du radical utilisant deux fois la variable x, du partage apparait dans
le graphe ¥%; pour éviter la duplication de 'argument Az.z((Aw.w)b).
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VRN
& @)

Az Ay a

zZ L@
(]
Aw b
b

L'étape suivante implique l'instanciation d’une fonction Az.z((Aw.w)b) qui est
partagée. La gestion naive du partage duplique alors I'intégralité de cette fonc-
tion (a gauche ci-dessous). Une gestion plus avancée ne duplique que ce qui
dépend de z et évite la duplication de I'expression libre (Aw.w)b (a droite).

*/@\ */@\
N 9 SN
[@) /1|Z a /1|y AI a
vt e y e
z 4 [@)
| w b

~

La A-abstraction Ay.y est maintenant appliquée a un argument (Aw.w)b éven-
tuellement partagé dans le graphe. Ceci ne modifie en rien ledit argument et ne
nécessite aucune duplication. Le sous-terme (Aw.w)b reste partagé a droite, et
séparé a gauche.

*/@\ @\
(@ Z [@l @

A Az
| | |

N /N /@

z @ z @*
() By
Aw b Aw b
w w

Jusqu’ici, le partage n’a servi qu’a rendre le terme plus compact et n’a pas eu
d’impact sur la réduction proprement dite. Pour la prochaine étape en revanche
le radical (Aw.w)b a réduire est partagé dans le cas de droite, et une seule étape
dans le graphe va correspondre a deux étapes dans le terme sous-jacent.
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Az @ A a

| |

@ @
) £

(]

Aw b

LLJ

Dans le cas de droite il ne reste alors plus qu'une étape avec la A-abstraction Az
pour atteindre la forme normale. La version de gauche a en revanche une étape
de retard et devra encore réduire la deuxiéme occurrence du radical (Aw.w)b.

N N

b @ @

) )

ree e
/1|w b
7N
b (®
b a

Ces mécanismes informels sont complétés chez Wadsworth [Wad71] de cri-
teres de correction (d’admissibilité) pour les graphes ainsi que d’une notion
d’expression libre (abstractable expression). La prochaine section détaille cette
derniére notion.

2.2 Structure du A-calcul faible

La présente section introduit de nouvelles définitions pour le A-calcul et
établit quelques propriétés élémentaires de la réduction faible qui nous seront
utiles a ce chapitre et au suivant pour construire des variantes étiquetées du
A-calcul.

Définition 2.1 (Préfixe). Un préfixe n-aire d’un A-terme t est un A-contexte
n-aire c tel qu’il existe des termes t1,...,t, satisfaisant t = cltq,...,t,]. Une
fonction préfixe est une fonction prenant une A-abstraction Ax.t en entrée et
renvoyant un préfixe de Ax.t.
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Deux préfixes appelés squelette (définition 2.5) et épine (définition 2.4) se-
ront particuliérement utiles aux constructions a venir. Le squelette d'une A-
abstraction Ax.t est caractérisé négativement par ’ablation des expressions
libres de Ax.t (la définition des expressions libres, nommées en version originale
abstractable par Wadsworth est rappelée en définition 0.42). Liépine d'une A-
abstraction Ax.t est elle caractérisée positivement comme le préfixe constitué
des chemins menant aux occurrences liées de x.

Exemple 2.2.
Soit le terme t = Ax.(Ay.y)(Az.zwx). Le squelette et I’épine de t sont respectivement
les contextes d’arité 2 Ax.0(Az.z0Ox) et Ax.0(Az.0x). Ils sont représentés en gras
dans les figures suivantes.

/1Ix /llx
Ay /llz Ay /1|z
| |
YN Yoo\
ey~ e *
4 w 4 w
Squelette Epine

Remarque 2.3 (Squelettes et épines). Comme le font Shivers et Wand [SW10],
nous pouvons caractériser positivement le squelette par aggrégation d’épines :
pour obtenir le squelette de Ax.t, nous pouvons commencer avec l’épine de Ax.t
et ajouter récursivement au préfixe obtenu les épines de toutes les abstractions
contenues dans le préfixe construit jusque la. C’est ce qu’il advient a I'exemple 2.2
avec lépine Az.z0OO de la A-abstraction Az.zwx.

Cette remarque 2.3 fonde la description des squelettes données par la défini-
tion 2.5 ci-dessous.

Définition 2.4 (Epine). Pour toute variable x, la x-épine d’un A-terme t, notée
(t)¥, est le préfixe de t défini ainsi :

®* = 0 x & £v(t)
Sinon :
(0* = x
Ay.)* = Ayt)* y#x
(t1t2)* = (t)¥(t2)”

Lépine d’'une A-abstraction Ax.t est son préfixe Ax.(t)*.

Définition 2.5 (Squelette). Pour tout ensemble de variables 0, le 0-squelette
d’un A-terme t, noté ((t))e, est le préfixe de t défini ainsi :

! = o Ontv(t)=o
Sinon :
el = «x x€ef
(.t = Aw. (et

(titan? = (e ta)?
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Le squelette d’'une A-abstraction Ax.t est son préfixe Ax.{t)) &} Nous le noterons
Pw(Ax.t) par anticipation du chapitre 3.

Les notions de squelette et d’épine seront des éléments importants pour faire
émerger la structure du A-calcul faible. Et pour cause, les épines et les squelettes
permettent de décrire les parties des termes qui sont laissées stables par la
réduction faible.

Remarque 2.6 (Positions gelées). Une position d’un A-terme t est gelée si et
seulement si elle appartient a I'épine d’une A-asbtraction de t. Nous savons donc
également qu’une position d’'un A-terme t est gelée si et seulement si elle appartient
au squelette d’'une A-asbtraction de t.

Lemme 2.7 (Squelettes et substitutions). Soient une A-abstraction Ax.t et une
substitution {y := u} telles que (Ax.t)V'=" est définie. Alors Ax.t et (Ax.£)¥ =" ont
méme squelette.

Démonstration. Siy n’est pas libre dans Ax.t alors c’est immédiat. Supposons
donc y € fv(Ax.t). Les occurrences libres de y sont en particulier des expres-
sions libres de Ax.t et n’appartiennent pas au squelette. De méme, la définition
de (Ax.t)¥*=% implique que les occurrences substituées de u sont libres dans
(Ax.t)Y=% et n’influent pas sur le squelette. O

Lemme 2.8 (Invariance des squelettes). Soient p :t — t' un pas de p-réduction
faible et s’ un squelette dans t' de position p'. Notons p l'ancétre dans t de p'.
Alors t|, est une A-abstraction et son squelette s est égal a s'.

Démonstration. Par cas sur la position p, =root(p) de p relativement a p.

— Si les positions p, et p sont disjointes alors c’est immédiat.

— Si p est un préfixe de p,, alors p, est soit dans le squelette, soit dans
une expression libre de ¢|,. Le premier cas est interdit par la réduction
faible car il implique que p, soit gelée. Dans le deuxieme cas le lemme 2.7
conclut.

— Si p, est un préfixe de p, alors soit s est le squelette principal du radical,
soit s est strictement inclus dans ce dernier, soit s est inclus dans une
expression libre de ¢|, . Le premier cas contredit I'hypothese car la racine
du squelette principal n’a pas de descendant. Le deuxiéme cas est résolu
par le lemme 2.7. Dans le troisieme cas £, est égal a ses descendants
éventuels. O

Comme I’épine d’'une A-abtraction est toujours incluse dans le squelette de
ladite A-abstraction, le lemme précédent vaut aussi pour les épines :

Corollaire 2.9 (Invariance des épines). Soient p :t — t' un pas de f-réduction
faible et s’ une épine dans t' de position p'. Notons p lancétre dans t de p'. Alors
tlp est une A-abstraction et son épine s est égale a s'.

Une conséquence du lemme 2.8 est le lemme suivant sur les positions gelées :
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Lemme 2.10. L'ancétre d’une position gelée est une position gelée.

Une propriété connue du A-calcul en réduction faible est I'absence de né-
cessité d’aucun renommage de variables au cours des réductions, pour peu que
le terme d’origine ait des variables liées toutes différentes, et distinctes des
variables libres [FMS05]. Cette remarque justifie I'usage qui est fait dans cette
theése de termes syntaxiques, pour lesquels nous ne considérons pas le quotient
par a-équivalence.

Il convient cependant dans ce cas de noter que la convention de Barendregt
sur les variables, qui est usuellement utilisée conjointement au renommage
pour éviter tous les phénomenes désagréables de capture de variables, n’est
pas préservée par la f-réduction, cette derniére fat-elle faible. Lexemple 2.11
témoigne de ce fait, et motive 'introduction d’'une notion locale de la convention
de Barendregt (définition 2.12), qui est elle préservée par la f-réduction faible
(lemme 2.14) et sera utile en particulier au chapitre 3.

Exemple 2.11 (Rupture de la convention de Barendregt).
Considérons le A-terme

Ax.xx)(Ayz.yz)

qui est clos et dont toutes les A-abstractions lient des noms différents. Une pre-
miére étape de réduction donne le terme

Ayz.yz)(Ayz.yz)

dans lequel des A-abstractions lient les mémes noms. Ces A-abstractions occu-
pant des positions disjointes la convention de Barendregt est toujours respectée.
Cependant, un deuxiéme pas de réduction méne au terme

Az.(Ayz.yz)z

qui ne respecte pas la convention de Barendregt. En effet ce terme contient en
particulier le sous-terme (Ayz.yz)z dans lequel la variable z apparait a la fois
libre et liée.

Ce sous-terme est un pré-B-radical qui nécessiterait avant réduction le renom-
mage d’au moins une des variables du terme. Mais ce pré- B-radical est avant tout
bloqué par la restriction de réduction faible, ce qui rend finalement non-nécessaire
ce renommage.

Nous tirerons en revanche avantage au chapitre 3 d’une version locale de la
convention de Barendregt, limitée aux squelettes d'un terme.

Définition 2.12 (Convention de Barendregt locale). Nous dirons qu’un terme t
respecte localement la convention de Barendregt, noté B;(t), si tout squelette de
t respecte la convention de Barendregt.

Exemple 2.13 (Convention de Barendregt locale).
Considérons ces trois termes, dans lesquels les lignes pointillées soulignent la
liaison des variables.
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Axy.(Az.zz)x Axy.(Ax.xx)x Axy.(Ax.yx)x
Ax Ax - Ax
| | |
Ay Ay Ay
| | |
8N 8N N
Az x Ax . X Ax x
| | |
A A @
z oz X x y o ox

Le terme de gauche respecte la convention de Barendregt, car toutes ses variables
liées sont différentes. Le terme du milieu ne respecte pas la convention de Baren-
dregt a cause de la variable x, mais respecte localement cette convention car ses
trois squelettes Axy.Ox, Ay.O et Ax.xx respectent la convention de Barendregt. Le
terme de droite ne respecte pas méme localement la convention de Barendregt, a
cause du squelette Axy.(Ax.yx)x (qui est le terme entier).

Lemme 2.14 (Convention de Barendregt locale). Soit t — ¢’ un pas de p-réduction
faible. Si B;(¢) alors B;(t').

Démonstration. Immédiat avec le lemme 2.8 d’invariance des squelettes. O

2.3 Représentation étiquetée des 1-graphes

Nous allons définir ici une variante étiquetée du A-calcul qui fournira un
SLS représentant la technique de réduction de graphes de Wadsworth. Les
étiquettes seront un peu plus riches que celles proposées pour 'exemple filé du
chapitre 1.

Dans ce précédent exemple nous construisions des étiquettes de la forme
[w,p] avec w une étiquette et p une position pour dénoter le symbole a la
position p dans le membre droit d’'une regle lors de la contraction d’'un radical
dont I'étiquette racine est w. Cette approche est liée au fait que les symboles des
membres droits de regles sont créés par le pas de réduction correspondant, et
qu’il faut donc leur forger des étiquettes fraiches a partir de presque rien.

Dans le A-calcul en revanche, toute position du réduit d'un pas de réduction
descend d’une position de son radical. Nous ne sommes donc pas forcés de créer
de nouvelles étiquettes ex nihilo, et pouvons réutiliser ’étiquette de ’ancétre
pour construire les étiquettes des descendants ainsi que 'ont fait Blanc, Lévy
et Maranget [BLMO7]. Dans ce chapitre, nous construirons donc des étiquettes
de la forme [w, @] avec w et a deux étiquettes pour dénoter un descendant d'une
position étiquetée par a et « affectée » par la contraction d'un radical d’étiquette
racine w. Cette approche est un peu plus simple a définir formellement dans
le cas du A-calcul. Nous utiliserons encore les positions en tant qu’étiquettes
initiales. C’est un choix arbitraire mais pratique.
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Définition 2.15 (Etiquettes pour le A-calcul). Lensemble d’étiquettes £ est
défini par la grammaire suivante :

a == plla,al p position

La relation < est définie comme le plus petit ordre partiel tel que w <[w, a] pour
toutes étiquettes a,w € L.

Définition 2.16 (A-termes étiquetés). Soit X un ensemble dénombrable de
variables. Les A-termes étiquetés sont définis par la grammaire suivante :

t = x| A%t | @D)* xeX

Alternativement, une application étiquetée (t1t2)* pourra étre notée @*(t1,ts). La
notion de A-contexte est étendue a la grammaire étiquetée. Les positions pos(c)
et les variables libres fv(c) et liées bv(c) d’'un A-contexte ¢ sont définies comme
d’habitude, sans tenir compte des étiquettes. De méme pour la substitution et les
notions de préfixe, squelette et épine. Comme a la définition 2.5 nous noterons
Pw(A%x.t) le squelette d’une A-abstraction étiquetée A%x.t.

A tout A-terme ¢ peut étre associé un A-terme étiqueté qualifié d’initial,
obtenu en étiquetant chaque A-abstraction et chaque application de ¢ par sa
position.

Définition 2.17 (Etiquetage initial). Pour toute position p la fonction i p()
transforme un A-terme en un A-terme étiqueté, avec les régles suivantes :

iplx) = «x
iyAxt) = APxipa(®)
ip(tite) = @P(ip.1(t1),ip.2(t2))

Soit t un A-terme. L'étiquetage initial de t est le A-terme étiqueté i.(t), que nous
notons encore i(t).

Définition 2.18 (Réétiquetage uniforme). La composition d’étiquettes est éten-
due aux A-termes étiquetés et aux A-contextes étiquetés : [w,c] dénote le A-contexte
étiqueté c dans lequel toute étiquette a a été remplacée par [w,al. Formellement :

[w,0] = O
[w,x] = x
[w,A%.c] = A%y [w,c]
[0,@%c1,¢2)] = @ w,c1],[w,c2))

Définition 2.19 (Pré-B-radical étiqueté). Un pré-p-radical étiqueté est un
A-terme étiqueté de la forme (A%x.t)u)®.

Définition 2.20 (S-réduction faible étiquetée). Soit (A*x.t)u)® un pré-B-radical.
Notons t = slty,...,t,] avec A%x.s = Pyw(A%x.t). Nous avons alors la régle de
réduction By :

((A%.slt1,...,t, D —p  [0,81%79Eq,.. ., 8,]
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La B-réduction faible étiquetée est la réduction faible (combinatoire) générée
par le schéma de régle f;.

Exemple 2.21.
Considérons le pré-B-radical étiqueté

@%*(1Px.@ (A%y.y,@ (x,x)), 1"2.2)

O
)LIx /llz
N ‘
Ay ey
| x X

Yy
Le squelette de la A-abstraction principale (en gras ci-dessus) est
AMPx.@' (O, @ (x,x))

et le réduit est
@10 y.y, @ (A"2.2,A2.2))

Définition 2.22 (Propriété des squelettes arborescents). Nous dirons qu’un
A-terme étiqueté t vérifie la propriété des squelettes arborescents, noté [F(t), si pour
tout squelette s dans t, les étiquettes de s sont deux a deux distinctes.

Le lemme 2.8 peut étre exprimé comme suit pour la réduction étiquetée
faible.

Lemme 2.23 (Invariance des squelettes). Soit ¢t — t' un pas de B-réduction
étiquetée faible dont le radical a pour étiquette racine w, et soit s’ un squelette
dans t'. Notons s le squelette de t ancétre de s'. Alors s' =s ou s’ = [w, s].

Démonstration. Similaire a la démonstration du lemme 2.8. O
Ce lemme 2.23 a pour corollaire immédiat :

Lemme 2.24 (Squelettes arborescents). Soit t — ¢ un pas de -réduction étique-
tée faible. Si F(t) alors F(t').

Avec cet invariant en téte nous pouvons représenter la S-réduction étiquetée
comme un SLS. Comme mentionné dans la convention 0.37 'opérateur de A-
abstraction est représenté par un symbole unaire Ax pour chaque variable x. Par
habitude nous noterons A%x plutot que Ax® la version étiquetée du symbole Ax.

Instanciation 2.25. Considérons le triplet (&, ,2) formé de :
— la signature & =X U{lx | xe Z'}u{@},
— lensemble I des A-termes étiquetés respectant la propriété des squelettes
arborescents, et
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— lensemble X des pas de pB-réduction faible étiquetée dont la source respecte
la propriété des squelettes arborescents.
Pour tout pas de réduction p € &, notons

p : cl(A%%.slt1,....taD)°]  —p,  cllw,s]*¥[ty,...,1,]]

avec Pyw(A%x.slty,...,tn]) = A%x.s, et définissons :
— dex(p) = (A*x.slt1,...,tnDu)?
— duct(p) = [w,s]¥=4[tq,...,t,]
- ctx(p)=c
— effz(p) =pos(s)\fo,(s)

Lemme 2.26. Le systeme X = (¥[£]1,9 ,%,dex,duct,ctx,effz) est un ATRS
marqué.

Démonstration.
Source & Cible Par lemme 2.24.

Résidus Par lemme 2.10 I'ancétre d’'une position gelée est gelée. Donc tout
descendant d’un radical (non gelé) est toujours un radical.

Zone d’effet Soit un pas de réduction
p : cl(A%%.slt1,...,ta D)1 —p,  cllw,s]* ¥ [ty,...,t,]]

avec Py (A%x.s[t1,...,tn]) = A%.s. Soit p € pos([w, s1¥=¥[¢t1,...,t,D\effz(p).
Comme effz(p) =pos(s)\ fo,(s) la position p désigne soit un sous-terme
de u soit un sous-terme d’un des ¢;. O

Lemme 2.27. Le triplet (¥£,<,X) est un SLS.

Démonstration.

Etiquette racine La racine de tout radical est une application, et toutes les
applications sont étiquetées.

Progression Toute étiquette de la zone d’effet d'une réduction p est de la forme
[w,a] avec w = 1(p). Et en particulier o < [w, a].

Héritage Soit un pas de réduction p € Z d’étiquette racine 1(p) = w. Soit f e £
une étiquette apparaissant dans la zone d’effet. Alors § est de la forme
[w,y]. En particulier toute étiquette a <  vérifie a < w, et méme a < w si
a#£ow.

Partage La zone d’effet d'une réduction est de la forme [w,s] ou s est inclus
dans un squelette de la source. Par propriété des squelettes arborescents,
les étiquettes de deux positions différentes de la zone d’effet ne peuvent
étre égales. O

Ainsi la réduction paralléle étiquetée du A-calcul étiqueté faible présenté
dans cette section simule un systéme de réduction de graphes tres similaire
a celui de Wadsworth. La discussion de la section 2.4 suivante détaille les
différences.
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2.4 Discussion : appel par nécessité

2.4.1 Stratégies de réduction

La technique de réduction de graphes de Wadsworth [Wad71] a été définie
en association avec une stratégie de réduction en appel par nom. La réduction
de graphes que nous avons représentée dans ce chapitre reproduit les mémes
mécanismes de partage et de duplication, mais avec deux différences du point
de vue des stratégies de réduction :

— Nous avons travaillé en réduction faible, et nous sommes donc limités a
la réduction jusqu’a une forme normale de I’espace de réduction faible,
qui peut étre différente de la forme normale de I’espace de réduction
non-faible.

— Nous avons autorisé toutes les réductions partagées faibles, ce qui nous
permet de couvrir d’autres stratégies de réduction que ’appel par nom.

Cette ouverture a toutes les stratégies de réduction faibles nous permettra au
chapitre 10 de raisonner sur les stratégies de réduction optimales. La restriction
a la réduction faible en revanche fait que nous n’implémentons pas jusqu'au
bout 'algorithme de Wadsworth. Nous leverons cette restriction au chapitre 11.

2.4.2 Représentation des variables liées

Les graphes originellement proposés par Wadsworth et ceux représentés par
des termes étiquetés different dans leur représentation des variables liées.

Avec les termes étiquetés nous avons utilisé des noms pour les variables,
comme il est usuel en A-calcul. Dans ses A-graphes en revanche, Wadsworth
représente une occurrence de variable liée par un pointeur arriére conduisant
au lieur de cette occurrence. Ces pointeurs sont figurés ci-dessous par les lignes
pointillées.

Ax Ax
/1:3’ ; /1| y
A AN
"[@ r\@ ) it @ [\@\
x y “ e o

Cette technique permet de se passer des noms de variables et d’éviter toute
considération de capture de variables ou de convention de Barendregt. Cette
vision des variables peut étre recouvrée en utilisant une propriété de partage S
moins syntaxique que nous discuterons au chapitre 3.

Bilan du chapitre

Dans ce chapitre nous avons d’abord présenté informellement la technique
de Wadsworth pour la réduction efficace du A-calcul, qui introduit ’appel par
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nécessité et le partage pleinement paresseux grace a la représentation des A-
termes par des graphes. Nous avons ensuite construit un systéme étiqueté SLS
spécifiant cette technique d’évaluation (définition 2.25). Ce systeme étiqueté
servira d’inspiration a la fois a I'étiquetage paramétrique du A-calcul présenté
au chapitre 3 et a 'étiquetage des CRS défini au chapitre 4.

Pour préparer cette construction nous avons observé quelques propriétés de
la B-réduction faible. En particulier nous avons isolé deux briques élémentaires
du A-calcul faible qui seront amenées a resservir par la suite : les notions
d’épine et de squelette d'une A-abstraction (définitions 2.4 et 2.5). En outre, nous
avons démontré que les épines et squelettes sont stables par S-réduction faible
(lemme 2.8) et en avons déduit la stabilité d’'une version locale de la convention
de Barendregt 2.12 qui sera utile dans le développement du prochain chapitre.
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Les 40 derniéres années ont vu naitre a intervalles réguliers plusieurs
travaux faisant référence a tout ou partie des techniques utilisées par Wadsworth
et se réclamant de I’appel par nécessité ou de la pleine paresse.

Ces travaux présentent des différences de forme conséquentes I'un par rap-
port a autre, et en particulier par rapport a la technique d’origine. Autre fait,
qui est peut-étre conséquence du premier, les comparaisons rigoureuses entre
ces systémes manquent pour beaucoup. Il n’a donc pas été établi formellement
que ces différents travaux, quoique de formes différentes, décrivent bien comme
souhaité le méme fond.

Le présent chapitre comble en grande partie cette lacune avec une compa-
raison formelle de cinq [Wad71, AF97, Ses97, SW10, BLMO07] des sept systémes
majeurs pour I'évaluation pleinement paresseuse dont j’aie connaissance. Un
sixieme systéme [PJ87] sera ajouté a cette comparaison au chapitre 8. Le sep-
tieme systéme [Tur79] transforme ’espace de réduction d’une facon telle que la
comparaison ne pourra étre menée ici.

La section 3.1 entame ce chapitre en présentant les différents systémes
qualifiés de pleinement paresseux dans la littérature. La section 3.2 généralise
le A-calcul étiqueté du chapitre 2 de maniére a nous permettre de construire
en section 3.3 des représentations homogeénes de cinq systémes pleinement
paresseux. Nous verrons a cette occasion que ces approches ne correspondent
pas toutes au méme systéme de réduction de graphes. La section 3.4 prouvera
cependant que les cinq systémes considérés sont fortement équivalents, dans le
sens qu’ils définissent des réductions partagées bisimilaires. La section 3.5 enfin
discutera de généralisations non acceptables de I'étiquetage du chapitre 2, ainsi
que de variations possibles sur la propriété de partage.

97
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3.1 Tour d’horizon de la littérature

L'évaluation partagée du A-calcul, et en particulier I’évaluation partagée plei-
nement paresseuse, apparait sous différentes formes dans la littérature. Nous
commencerons dans cette section par exposer quelques techniques générales
utilisées pour exprimer le partage de sous-termes (section 3.1.1) puis verrons
leur application au cas du partage pleinement paresseux (section 3.1.2).

3.1.1 Techniques générales pour le partage de sous-termes

Nous avons déja vu dans les chapitres précédents deux outils utiles a la
formalisation de la réduction partagée : les graphes, et leur représentation par
des termes étiquetés. Deux autres outils sont encore couramment utilisés.

Extraction des parametres libres. Dans des graphes tels que les A-graphes
de Wadsworth [Wad71] apparaissent les constructions syntaxiques du A-calcul et
en particulier les lieurs. Ceci nécessite soit de définir le renommage de variables
dans les graphes, soit d’y ajouter d’autres structures représentant les liaisons
(c’est cette deuxiéme option qui est formalisée par Wadsworth). Dans tous
les cas, le systéeme obtenu est plutét complexe. La réduction de graphes peut
étre rendue plus simple en transformant les A-termes (qui sont des termes
d’ordre supérieur) en expressions applicatives (qui sont des termes du premier
ordre). Cette transformation est I'objet de la compilation du A-calcul dans des
combinateurs [Tur79] ou supercombinateurs [Hug82], qui a donné naissance a
la transformation de programmes appelée A-lifting [Joh85, PJ87].

Cette transformation extrait toutes les variables libres d’une fonction et
remplace ce qui reste de la fonction par un nouveau symbole appelé supercombi-
nateur. De nouvelles regles de réduction donnant la dynamique de ces nouveaux
symboles sont alors ajoutées.

Fermetures et tas mémoire. Alors que les graphes sont un moyen simple
et éprouvé de décrire le partage, le systéme de référence pour la sémantique
de I’évaluation paresseuse est la sémantique naturelle de Launchbury [Lau93].
Ce systeme utilise des constructions let...in... pour nommer les arguments
d’une fonction avant de les placer dans un tas mémoire. Le partage apparait
ainsi comme une mémoisation : quand un évaluateur a besoin de la valeur d’'une
variable, il évalue I'expression correspondante trouvée dans le tas mémoire, puis
met a jour le tas mémoire avec le résultat obtenu.

Inversement a 'approche grands pas de Launchbury, Ariola et al. donnent de
I’évaluation paresseuse une description a petits pas a base de termes dans leur
systéme appelé « A-calcul en appel par nécessité » [AFM*95, AF97, MOW9S,
CF12]. Ici encore, le partage est exprimé a I’'aide de constructions let...in...
additionnelles utilisées comme des fermetures. Une variante d’esprit assez
proche exprime le partage a l'aide de substitutions explicites [Yos94, Ros96].
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Ces deux styles petits pas et grands pas pour la réalisation d’idées similaires
peuvent étre mieux compris par leur mise en relation étroite au moyen de
transformations de programmes bien connues [DMMZ10].

3.1.2 Tour d’horizon de la pleine paresse

Rappelons-nous I'idée directrice du partage « pleinement paresseux » : les
parties constantes d'une fonction ne sont par définition pas affectées par I'ins-
tanciation de ladite fonction, et il n’est donc pas nécessaire de les dupliquer a
cette occasion.

Les différentes définitions du partage pleinement paresseux combinent cette
idée avec un ou plusieurs des mécanismes décrits en section 3.1.1. Nous obtenons
une variété de visions du partage pleinement paresseux, avec différentes inter-
prétations de la méme idée directrice et diverses combinaisons des mécanismes
de partage parfois difficilement comparables. Ces approches sont énumérées
ci-dessous et résumées par la table 3.1.

1971. La premieére description du partage pleinement paresseux est la tech-
nique d’évaluation de graphes de Wadsworth [Wad71]. Comme nous 1’avons
vu au chapitre 2, cette technique ne duplique que partiellement le corps des
A-abstractions en épargnant la copie des expressions libres maximales (voir
aussi exemple 3.1(b)).

1979. Turner [Tur79] propose une amélioration de la transformation classique
du A-calcul en logique combinatoire [CF74]. L'idée de base de 'amélioration est
d’empécher la propagation de substitutions dans des sous-termes ou les variables
substituées n’ont pas d’occurrences libres. Dans un contexte de réduction de
graphes ce phénomeéne est réputé 1ié a la pleine paresse.

1982. A la suite de Hughes [Hug82], Peyton-Jones obtient un formalisme de
graphes simple en utilisant une version pleinement paresseuse du A-lifting [PJ87].
Ce A-lifting pleinement paresseux remplace I’extraction des variables libres
d’une fonction par l'extraction de ses expressions libres maximales.

1997. Ariola et Felleisen [AF97] et Sestoft [Ses97] utilisent 'extraction d’ex-
pressions libres pour construire des versions pleinement paresseuses respective-
ment du A-calcul en appel par nécessité [AFM*95] et de la sémantique naturelle
de Launchbury [Lau93]. Dans les deux cas cette extraction est matérialisée par
des constructions let...in.... Il est a noter que la premieére solution [AF97]
utilise une notion d’expression libre légerement différente et un peu plus restric-
tive que celle donnée en définition 0.42. Elle est donc susceptible dans certains
cas de dupliquer plus de neeuds que les autres (voir exemple 3.1(c)).
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Mécanismes
Dupl. | Graphes Extraction Fermetures Etiquettes

[Wad71] = v

[Tur79] = v v

[PJ87] = v v

[AF97] | Plus v v

[Ses97] = v v

[SW10] = v
[BLMO7] | Moins v v

Le symbole = signifie “autant de noeuds dupliqués que l'algorithme de Wad-
sworth [Wad71]”.

TABLE 3.1: Différentes variations sur la pleine paresse

2005. Shivers et Wand enrichissent la structure des graphes décrits par Wad-
sworth [Wad71] pour en obtenir une implémentation a la fois simple et effi-
cace [SW10]. Leur algorithme utilise la caractérisation positive des squelettes
comme combinaisons d’épines ainsi que décrit dans la remarque 2.3.

2007. Enfin, Blanc, Lévy et Maranget [BLMO07] dérivent une implémentation
en graphes du partage pleinement paresseux a partir d’étiquettes construites
pour I’étude du partage optimal en réduction faible (combinatoire) du A-calcul.
Cette approche est susceptible de dupliquer moins de nceuds d’une A-abstraction
dupliquée (voir exemple 3.1(a)).

Exemple 3.1.
Les lignes grasses indiquent les parties dupliquées de la A-abstraction suivante
dans différents modeéles. Voir la section 3.3 pour une définition formelle.

~ON 0N %N
Az Ay Az Ay Az Ay
P | P ' ! '
) N N
reN ¥ ren e .

y oy y oy y oy
(a) [BLMO7] (b) [Wad71] (c) [AF97]

Une contribution de ce chapitre est la définition d'un ensemble de SLS sur le
A-calcul dans lesquels seront exprimés les systémes de réduction de graphes cor-
respondant aux différentes visions de la pleine paresse citées ci-dessus, exceptées
celles qui reposent sur le A-lifting et/ou les combinateurs et supercombinateurs.
Autrement dit, cet ensemble de systémes d’ordre supérieur couvre les approches
du partage pleinement paresseux qui travaillent directement a 'ordre supé-
rieur [Wad71, AF97, Ses97, SW10, BLMO7].
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Exprimer ces différentes approches du partage pleinement paresseux dans
un méme formalisme de partage étiqueté nous permettra de les comparer for-
mellement pour atteindre les deux conclusions suivantes :

— Les approches décrites ci-dessus correspondent 4 au moins trois systémes
de réduction de graphes différents. Cela signifie qu’elles n’'impliquent
pas a strictement parler le méme partage. Ainsi, méme si ces approches
veulent implémenter la méme idée directrice, leur équivalence est sujette
a caution.

— En revanche, toutes ces approches ont le méme espace de réduction. Cela
signifie que les différentes implémentations de la pleine paresse effec-
tuent toujours le méme nombre de B-réductions. Par conséquent, toute
comparaison future entre ces approches peut tranquillement ignorer ce
parametre. Ce point est I’'objet du théoréme 3.26 de partage équivalent et
est le principal résultat de ce chapitre.

Les approches restantes fondées sur une traduction au premier ordre par
A-lifting [Hug82, PJ87] seront traitées au chapitre 8. La traduction au premier
ordre de Turner [Tur79] au moyen de combinateurs n’est pas intégrée a cette
comparaison, car elle simule des substitutions explicites et introduit des étapes
de réduction supplémentaires.

3.2 Un étiquetage paramétrique pour le 1-calcul

Dans cette section nous définissons un ensemble de SLS basés sur le A-
calcul généralisant le calcul étiqueté du chapitre 2. Cet ensemble permettra
de représenter plusieurs systémes de réduction de graphes, et en particulier
des systéemes pleinement paresseux. D’un point de vue axiomatique, nous pas-
serons d’'un systéme a l'autre en modifiant la zone d’effet (définition 1.9) de
la B-réduction étiquetée. D’un point de vue pragmatique, nous agirons sur la
fonction préfixe, et Py en sera un cas particulier.

Les fonctions préfixes auront des propriétés différentes selon qu’elles at-
tribueront aux A-abstractions des préfixes plus petits ou plus grands que les
squelettes de ces dernieres. Nous définissons donc conjointement deux catégories
de fonctions préfixes qui donneront naissance a deux catégories de systémes
étiquetés pour la B-réduction.

Définition 3.2 (Fonctions préfixes).
Une fonction préfixe parcimonieuse est une fonction préfixe &2 telle que :
— Pour toute A-abstraction Ax.t le préfixe PP(Ax.t) contient I’épine de Ax.t et
est contenu dans le squelette de Ax.t.
Une fonction préfixe généreuse est une fonction préfixe & telle que :
— Pour toute A-abstraction Ax.t le préfixe PP(Ax.t) contient le squelette de Ax.t,
et contient en entier tout squelette d’un sous-terme de t dont il contient la
racine.

Remarque 3.3. La fonction Py du chapitre 2 est l'unique fonction préfixe qui
soit a la fois parcimonieuse et généreuse.
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Définition 3.4 (Etiquettes et termes). Nous utilisons dans ce chapitre les mémes
étiquettes et les mémes termes étiquetés qu’au chapitre 2, définitions 2.15 a 2.18.

La notion de S-réduction étiquetée du chapitre 2 est directement généralisée
en utilisant une fonction préfixe parcimonieuse ou généreuse quelconque.

Définition 3.5 (Béta-réduction étiquetée). Soit & une fonction préfixe parci-
monieuse ou une fonction préfixe généreuse. Soit (A%x.t)u)® un pré-B-radical.
Notons t = slt1,...,t,] avec 1%x.s = P(A%x.¢t). Alors nous avons la regle f; de
B-réduction étiquetée :

((A%x.8[t1,.. ., t, D) —p,  [0,81%=9 ¢y, 1,]

La relation de pB-réduction étiquetée est la réduction faible (combinatoire) générée
par le schéma de régle f;.

Définition 3.6 (Béta-systemes). Un (-systéme parcimonieux (resp. géné-
reux) est un A-calcul étiqueté généré par une fonction préfixe parcimonieuse
(resp. généreuse).

Tout B-systéme peut étre représenté par un SLS. En revanche, la preuve
de ’'axiome de partage est basée sur des invariants différents sur les termes
étiquetés selon que le B-systeme considéré est parcimonieux ou généreux. La
section 3.2.1 traite les B-systémes parcimonieux et la section 3.2.2 les f-systémes
généreux.

3.2.1 SLS pour les -systémes parcimonieux

Les systéemes f-parcimonieux ne modifient que partiellement les étiquettes
d’un squelette donné. Par conséquent ils ne préservent pas la propriété des
squelettes arborescents (définition 2.22) dans le cas général. En particulier, il
n’est pas impossible a priori qu’apparaissent au cours d’une réduction des termes
étiquetés comme celui considéré dans I'exemple 3.7 suivant.

Exemple 3.7.
Considérons le terme étiqueté

@’ (1. AP y.@" (1%x.@%(y, @(x, x)), @ (x, x)), a)

e
Ax a
Ay
o
Ax
[@
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qui vérifie la propriété de partage mais pas la propriété des squelettes arborescents.
Ce terme est un pré-f-radical. En prenant comme préfixe le squelette de la A-
abstraction principale (c’est-a-dire la totalité de la A-abstraction) le réduit est

/l[w’ﬁ]y.@[w’y](ﬂl[w’(ﬂx.@[w’[](y, @[w,ﬂ](x’ x)), @[w,ﬂ](a, a))

Lapparition dans le réduit des deux sous-termes différents @“M(x, x) et @M (a,a)
portant la méme étiquette [w,n] met en défaut la propriété de partage.

Dans cet exemple le partage est cassé par la mécanique suivante :

— La fonction contient deux occurrences partagées du terme @7(x, x).

— Bien que les deux sous-termes soient syntaxiquement égaux, les occur-
rences de la variable x qu’ils contiennent sont liées par des A-abstractions
différentes A%x et 1%x, dont I'une est la A-abstraction principale du radical
et pas lautre.

— Les deux sous-termes étant dans le squelette de la fonction, leur étiquette
71 est modifiée de la méme facon en [w,n] alors méme que I'un est affecté
par la substitution {x := a} et pas I'autre.

Une maniére directe et usuelle de gripper une telle mécanique consisterait a
imposer a nos A-termes de respecter la convention de Barendregt. Las, nous ne
pouvons faire ceci sans a-conversion. Nous nous servirons donc ici d'un autre
invariant de la réduction faible : le respect local de la convention de Barendregt
(définition 2.12, lemme 2.14). Cet invariant restreint sera suffisant du fait que
I’axiome de partage ne concerne qu'un préfixe inclus dans le squelette de la
A-abstraction principale du B-radical concerné.

Il n’est pas dit en revanche que ce respect local de la convention de Ba-
rendregt soit I'invariant le plus général permettant la vérification de 'axiome
de partage. Notamment, si je ne suis pas en mesure d’exclure le terme de
I’exemple 3.7 je ne sais pas non plus le construire a partir d’'un terme initial.

Hormis T'utilisation de ce nouvel invariant, la définition d’'un SLS et la
vérification des axiomes seront ici identiques a ce qui a été fait au chapitre 2.
Les points qui difféerent sont donc exclusivement :

— La définition de I’ensemble 9 des termes bien formés.

— La vérification de 'axiome Source & Cible.

— La vérification de I'axiome Partage.

Instanciation 3.8. Considérons un (-systeme généré par une fonction préfixe
parcimonieuse . Soit le triplet (&, ,R) formé de :
— la signature ¥ =X U{lx | x e X'}u{@},
— Pensemble I des A-termes étiquetés respectant localement la convention de
Barendregt, et
— lensemble X des pas de B-réduction faible étiquetée dont la source respecte
localement la convention de Barendregt.
Pour toute réduction p € R, notons

p i cl(A%%xslt1,....ta D)1 —p,  cllw,s1*¥[ty,...,1,]]

avec P(A%x.sltq,...,t,]) = A%x.s, et définissons :
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— dex(p) = (A%x.slt1,...,t,Du)®
duct(p) = [w,s]*=4[¢tq,...,t,]
ctx(p)=c

effz(p) =pos(s) \ fo,(s)

Lemme 3.9. Le systéeme X = (FS[£]1,9 ,%,dex,duct,ctx,effz) est un ATRS
marqué.

Démonstration. Les vérifications des axiomes Résidus et Zone d’effet sont in-
changées (voir lemme 2.26).

Source & Cible Par lemme 2.14 de respect local de la convention de Baren-
dregt. O

Lemme 3.10. Le triplet (£,<,Z) est un SLS.

Démonstration. Les vérifications des axiomes Etiquette racine, Progression, et
Héritage sont inchangées (voir lemme 2.27).

Partage Soit une réduction p : c[(1%x.s[¢1,...,t,Du)?] —g, cllw,s1%=8 ¢, ... tp]l €
R, avec P(A%x.slt1,...,tn]) = A%:.s. Notons ¢ = s[t1,...,tn], et ¢’ = [w,s]¥=¥ ¢, ...
Supposons S(((A%x.t)u)?).

Soient deux positions p,q € effz(p). En particulier p,q € pos(lw,s]) =
pos(s) et 1p([w,s]) = [w,apl, T,(s) = ap, T4(lw,s]) = [w,a4], et T4(s) = ay.
Supposons 7,([w,s]) = 74([w,s]). En particulier a, = ag4, et 7,(s) = 74(s).
Par hypothese S((A%x.t)u)?), donc s, = s, et [w,s]l, = [w,s]l,. Par défi-
nition d’'un f-systéme parcimonieux, le préfixe A%x.s est inclus dans le
squelette de A%x.¢. Par convention de Barendregt locale appliquée a ce der-
nier, les occurrences de x dans s sont soit toutes libres dans s, c’est-a-dire
toutes liées par la racine 1%x, soit toutes liées par des A-abstractions de
s. Donc [w,s]|, et [w,s]l; sont affectées de la méme facon par la sub-
stitution de x dans [w,s], et finalement ¢'|, = [w,s]{x::u}[tl,...,tn]lp =
[w, 1559 1, 5]l = t']g- O

Ainsi, tout B-systéme parcimonieux décrit bien un systéme de réduction de
graphes.

3.2.2 SLS pour les -systémes généreux

Pour vérifier ’axiome de partage, au chapitre 2 pour Py et a la section 3.2.1
pour les B-systémes parcimonieux en général, nous avons profité du fait que la
zone d’effet était toujours incluse dans la descendance d'un squelette pour lui
appliquer des invariants des squelettes (d’abord la propriété des squelettes arbo-
rescents puis le respect local de la convention de Barendregt). Ici les zones d’effet
sont potentiellement trop grandes pour que ces invariants, quoique toujours
vérifiés, soient suffisants.

Exemple 3.11.
Considérons le terme étiqueté

@\ %.@P (1Y x.@° (x,x), @ (x,x)), )
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N
Ax a

/@
/lf)

(e
X X

qui contient deux squelettes 1%x.@°(0,@%(x,x)) et AYx.@(x,x). Le terme vérifie
la propriété de partage et la propriété des squelettes arborescents et respecte
localement la convention de Barendregt. Il est en outre un pré-fB-radical. En
prenant comme préfixe toute la A-abstraction principale, ce qui est bien généreux,
le réduit est

@[w?ﬁ](l[w’y]x.@[w’é](x,x), @[w’é](a,a))

Lapparition des deux sous-termes @91 (x, x) et @“%)(a,a) dans le réduit met en
défaut la propriété de partage.

La mécanique de cet exemple ressemble fort a celle de I'exemple 3.7. Un
point crucial en particulier est ’apparition de deux occurrences partagées d'un
sous-terme @°(x,x), qui sont telles que les occurrences de x ne sont pas de part
et d’autre liées par la méme A-abstraction.

Un invariant plus fort va nous permettre d’assurer la préservation du par-
tage malgré cette éventualité. L'objectif de cet invariant est d’assurer que des
que deux occurrences d’'une variable x sont partagées, alors leur statut de liaison
est « cohérent » : soit les deux occurrences sont libres, soit les deux occurrences
sont liées, et dans ce dernier cas les deux A-abstractions concernées portent
la méme étiquette. Dans un cadre ou la propriété de partage est vérifiée cette
propriété peut s’exprimer d’'une autre fagon : des que deux squelettes partagent
un sous-terme, alors ils sont intégralement partagés. (propriété des squelettes
accordés, définition 3.13 et lemme 3.14).

Remarquons que cette propriété n’est pas vérifiée par le terme de ’exemple 3.11
car les deux squelettes 1%x.@%(0,@%(x,x)) et 17x.@°(x,x), bien que partageant
un sous-terme @°(x,x), sont bien distincts. En particulier, les occurrences de x
sont liées dans 1'un par la A-abstraction A%x et dans autre par la A-abstraction
AN x.

D’abord, remarquons que le lemme 2.23 d’invariance des squelettes est
encore valide pour tout -systéeme généreux.

Lemme 3.12 (Invariance des squelettes). Soit ¢t — t' un pas de B-réduction
étiquetée faible, dans un B-systéme généreux, dont le radical a pour étiquette
racine w, et soit s' un squelette dans t'. Notons s le squelette de t ancétre de s'.
Alors s' =s ou s' = [w,s].

Linvariant suivant nous permettra d’assurer que des sous-termes portant la
méme étiquette ont des variables liées de la méme facon.
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Définition 3.13 (Invariant des squelettes accordés). Un terme étiqueté t a la
propriété des squelettes accordés, noté T(t), si deux conditions sont satisfaites :
— tout squelette s de t (dont nous rappelons qu’il est un contexte) est de la
forme s =lw,,...[w1,s*]] ot toutes les étiquettes de s* sont initiales, et
— pour tous deux squelettes s1 =[w,,...[w1,s]1] et s3 =[w!,,...[0],s5]] dans t,
si s] et s; ont une étiquette en commun alors l'un est un sous-squelette de
lautre.

Lemme 3.14 (Générosité et accord des squelettes). Soit ¢t — t' un pas de p-
réduction étiquetée faible dans un B-systéeme généreux. Si T(t) alors T(¢').

Démonstration. Supposons T(¢), et notons w 1’étiquette racine de la réduction.
— Soient s’ un squelette dans ¢’ et s son ancétre dans ¢. Par hypothése s =
[wy,...[w1,s*]] ou les étiquettes de s* sont toutes initiales. Nous pouvons
donc conclure avec le lemme 3.12.
— Par lemme 3.12, pour tout squelette s’ de ¢’ son ancétre s dans ¢ vérifie
s =5’ ou [w,s] =s’. Nous concluons donc avec le deuxiéme point de T(#).
O

Instanciation 3.15. Considérons un B-systéme généré par une fonction pré-
fixe généreuse 22. Soit le triplet (¥,9 ,R), obtenu comme le précédent mais en
restreignant les termes :
— # est encore l'ensemble & U{dlx | xe Z}u{@},
— T est l'ensemble des A-termes étiquetés respectant localement la convention
de Barendregt et vérifiant la propriété des squelettes accordés, et
— R est l'ensemble des pas de B-réduction faible étiquetée dont la source
respecte localement la convention de Barendregt et vérifie la propriété des
squelettes accordés.
Les fonctions dex, duct, ctx, et effz sont définies comme précédemment (instan-
ciation 3.8).

Lemme 3.16. Le systeme X = (F[L],T ,R,dex,duct, ctx,effz) est un ATRS
marqué.

Démonstration. Les vérifications des axiomes Résidus et Zone d’effet sont in-
changées (voir lemme 2.26).

Source & Cible Par lemme 2.14 de respect local de la convention de Baren-
dregt (qui est toujours vrai avec les étiquettes) et lemme 3.14 des squelettes
accordés. O

Lemme 3.17. Le triplet (¥£,<,XZ) est un SLS.

Démonstration. Les vérifications des axiomes Etiquette racine, Progression, et
Héritage sont inchangées (voir lemme 2.27).

Partage Soitun pas de réduction p: c[(A%x.s[¢t1,...,¢,Du)?]1 —p, cllw,s1%=¥[ty,...,t,]] €
R, avec P(A\%x.s[t1,...,tn]) = A%.s. Notons ¢ = s[¢1,...,txl et ¢’ = [w,s1% =¥ ¢t1,...,t,],
et supposons S((A%x.t)u)?).
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Soient p,q € effz(p). En particulier p,q € pos([w, s]) = pos(s), et 7,([w,s]) =
[w,ap], Tp(s) = ap, T¢([w,s]) =[w,aq], et T4(s) = ay. Supposons 7, ([w,s]) =
74([w,s]). En particulier a, = a4. Par hypothese on a donc s|, = s, et
[w,s]l, =[w,sllq. Pour en conclure que [w,s1*=W¢4,. .., tnllp = [w,s1®=8¢4,. .., tnllg,
il suffit maintenant de prouver que [w,s]|, et [w,s]|; sont affectés de la
méme facon par la substitution de x dans [w,s]. Si s|, ne contient pas
d’occurrence libre de x c’est immédiat. Supposons donc que s|, contiennent
une occurrence libre de x. Comme x est lié dans A%x.s il existe une posi-
tion p, € pos(s) (resp. g, € pos(s)) telle que s(p,) (resp. s(g,)) est une A-
abstraction liant x dans s|, (resp. slg). Comme 7,(s) = 74(s), par propriété
des squelettes accordés nous avons aussi 7, (s) = 74,(s). Par conséquent
slp, =slq, et les positions p, et g, sont soit égales soit disjointes. En par-
ticulier, soit p, = g, = 11 (la position de la A-abstraction principale du
radical) et [w,s]|, et [w,s]|; sont tous deux affectés par la substitution de
x, soit p, et g, sont toutes deux différentes de 11, et ni [w,s]|, ni [w,s]],
n’est affecté par la substitution de x. O

Ainsi les B-systémes généreux, de méme que les f-systémes parcimonieux,
définissent des systéemes de réduction de graphes.

Remarque 3.18. Dans la vérification de 'axiome Partage, la preuve que [w,s]|,
et [w,s]|q sont affectés de la méme facon par la substitution de x dans [w,s] n’est
nécessaire que parce que nous autorisons ici des termes ne respectant pas la
convention de Barendregt sur les variables, ce que nous faisons pour insister
sur l'absence de nécessité d’a-conversion dans le A-calcul faible. En abordant la
réduction forte au chapitre 11 nous rétablirons cette convention et simplifierons
la vérification de 'axiomatique (instanciation 11.20 et lemme 11.21).

Remarque 3.19. Le systeme Py étant a la fois parcimonieux et généreux, chaque
nouvel invariant introduit et chaque nouvelle propriété démontrée dans ce cha-
pitre s’applique en particulier & Py et renforce notre arsenal pour la manipula-
tion de ce systéme central.

3.3 Retour a la littérature

Rappelons le slogan du partage étiqueté : « les étiquettes symbolisent des em-
placements mémoire ». Ainsi, le sort des étiquettes lors de la réduction étiquetée
décrit directement ce qu’il advient des nceuds du graphe correspondant :

— Une nouvelle étiquette correspond a un nouveau nceud.

— Une étiquette préservée est un nceud qui n’est pas affecté par la réduction.

La clé du codage d’un systéme de réduction de graphes ou d’'un systeme a
base de fermetures dans un SLS consiste & modifier exactement les étiquettes de
ce qui doit étre copié. Comme les étiquettes modifiées dans la cible tgt(p) d’'un
pas de réduction p d'un SLS sont exactement les étiquettes contenues dans sa
zone d’effet eff£z(p), ceci revient a définir une zone d’effet couvrant exactement
les nceuds a dupliquer.
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Les deux approches de Wadsworth [Wad71] et Shivers et Wand [SW10] réa-
lisent un partage pleinement paresseux avec deux implémentations en graphes
dans lesquelles la partie dupliquée d'une A-abstraction est son squelette. Elles
utilisent pour la premiére la définition basée sur les expressions libres maxi-
males et pour la deuxiéme la caractérisation par épine itérée. Ces deux systémes
de transformation de graphes sont représentés par la fonction préfixe a la fois
parcimonieuse et généreuse &Py que nous avons déja vue, dans laquelle pour
toute A-abstraction Ax.t le préfixe Py (1x.t) est le squelette de Ax.t.

Dans sa révision [Ses97] de la sémantique naturelle de la paresse de Launch-
bury [Lau93], Sestoft introduit 'idée directrice de la pleine paresse avec une
transformation de programmes utilisant des constructions let...in... pour
extraire les expressions libres maximales : si Ax.s est le squelette d’'une A-
abstraction Ax.t et Ax.t = Ax.s[t1,...,t,], alors Ax.t est remplacé par let x1 =
t1,...,%p = t, in Ax.s[x1,...,x,] ou x1,...,x, sont des variables fraiches. Une
fois faite cette extraction des expressions libres maximales ¢1,...,¢, de la A-
abstraction Ax.f, une duplication de la A-abstraction duplique le sous-terme
Ax.s[x1,...,x,] mais ne duplique pas les parametres ¢1,...,%,. Une fois encore,
ceci est représenté par la fonction préfixe Py .

Dans leur A-calcul en appel par nécessité [AF97], Ariola et Felleisen per-
mettent la substitution, et donc la duplication, de valeurs. Leur extension dite
pleinement paresseuse consiste en la restriction de ces duplications permises a
un ensemble de valeurs que nous appellerons « valeurs pleinement paresseuses »,
c’est-a-dire de valeurs ne contenant aucune expression libre non triviale. Nous ne
sommes pas loin ici de retomber sur le cas précédent, mais une différence appa-
rait car Ariola et Felleisen utilisent une version non-standard de la définition des
expressions libres. En effet, ils utilisent le critére de référence [PJ87] rappelé a la
définition 0.42, mais excluent de la définition les variables et les A-abstractions.
Le comportement de leur calcul peut étre reproduit par la fonction préfixe géné-
reuse P4 telle que pour toute A-abstraction Ax.¢, si Ax.s est le squelette de Ax.t
et Ax.t = Ax.slty,...,t,], alors Pap(Ax.t) = Ax.s[PTL(21),..., PLp(tn)], ou 2T,
est une fonction auxiliaire définie par :

20 = O
PLAxt) = Parp(Ax.t)
PU(tity) = O

Les travaux de Blanc, Lévy et Maranget [BLMO07] utilisent déja un systéme
apparenté a un SLS. Leur f-réduction étiquetée modifie uniquement les éti-
quettes de I’épine de la A-abstraction principale du radical. Ainsi leur calcul
correspond a une fonction préfixe parcimonieuse %gr s dans laquelle pour toute
A-abstraction Ax.t le préfixe Py y(Ax.t) est I'épine de Ax.t.

Finalement, les approches d’ordre supérieur du partage pleinement pares-
seux [Wad71, AF97, Ses97, SW10, BLMO07] correspondent a trois -systémes dé-
finis par trois fonctions préfixes Py, Ppry et Pap. Comme l'illustrait 'exemple 3.1
ces trois systémes géneérent trois systémes de réduction de graphes différents. Ce-
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pendant, nous allons prouver dans la prochaine section que ces trois approches
spécifient la méme notion de réduction paralléle étiquetée.

Avant cela, illustrons par un exemple comment les fonctions préfixes Pgr
et P4r peuvent, malgré leurs différences, générer des réductions paralleles
équivalentes.

Exemple 3.20.

Soit t = Ax.Ay.xr1(Az.r9) un terme dans lequel ri et rg sont deux radicaux
dans lesquels la variable x n’apparait pas libre. Ainsi une duplication de l’épine
Ppru(t) de t, marquée en gras ci-dessous, ne duplique ni ri ni ro.

Ax
1

Ay

1
[
z
52\{5
ri ro
Yy z

Si de plus rq (resp. r9) contient une occurrence libre de la variable y (resp. z),
alors les deux radicaux sont au moins partiellement contenus dans Ppp(t), et
sont donc dupliqués dans ce systéeme. Mais dans ce cas r1 et ro sont et restent
gelés dans chacun des deux systémes, et leurs étiquettes seront amenées a changer
au moins une fois avant le dégel. Ainsi les duplications additionnelles ne sont
pas nécessairement dangereuses vis-a-vis de la réduction faible.

Remarque 3.21. Observons enfin que tous les -systémes ne sont pas équivalents
a Palgorithme de Wadsworth : la fonction préfixe généreuse PPy définie par

Pn(A%x.t) = A%x.t

par exemple implique la duplication intégrale du corps de la A-abstraction prin-
cipale de tout B-radical. Le (-systeme généré par &Pn permet de représenter
lévaluation paresseuse telle que définie en particulier par Launchbury [Lau93]

et par Ariola et al. dans la version de base de leur A-calcul en appel par néces-
sité [AFM*95].

La section suivante commencera donc par définir un ensemble de -systémes
un peu plus restreint, dont I'objectif est de capturer la pleine paresse. La nou-
veauté de cette caractérisation tient dans le fait qu’elle ne peut étre vue comme
une généralisation directe d’aucun des avatars connus de la pleine paresse pris
isolément : 'ensemble est issu d’'une analyse des similarités et des divergences
de ces avatars. Nous donnons ainsi naissance a un nouveau systéme dont les
propriétés peuvent étre vues comme l'intersection des propriétés particulieres
de chaque systéme pleinement paresseux concret. En d’autres termes, notre
axiomatisation tente de saisir ’essence de la pleine paresse telle qu’elle existe
actuellement, pour servir de base a la généralisation que porte le chapitre 4.
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3.4 La famille pleinement paresseuse

Nous considérons dans cette section un ensemble # de fonctions préfixes
parcimonieuses ou généreuses qui possede deux propriétés :
— Llensemble # contient au moins les fonctions préfixes Py, Pprur, et Par.
— Les réductions paralleles étiquetées des B-systémes générés par les fonc-
tions préfixes de I’ensemble # sont deux a deux bisimilaires.

Définition 3.22 (Ensemble #'). Une fonction préfixe &P est dans W si et seule-
ment si pour toute A-abstraction Ax.t, le préfixe PP(Ax.t) contient exclusivement
des positions gelées de Ax.t.

Remarque 3.23. Les fonctions préfixes Pgry et Par ont des positions extré-
males dans W :

— La fonction préfixe Pgry est minimale, dans le sens que pour toute fonc-
tion préfixe parcimonieuse ou généreuse &P (dans W ou non) et toute A-
abstraction Ax.t, le préfixe P(Ax.t) contient par définition I’épine PPy pr(Ax.t).
Ceci vaut a fortiori pour toute fonction préfixe PeW .

— La fonction préfixe P est maximale dans # : pour toute fonction préfixe
PeW et toute A-abstraction Ax.t le préfixe Ppp(Ax.t) contient le préfixe
P(Ax.t).

Nous allons maintenant comparer les différents systémes générés par ’'en-
semble # et montrer qu’ils induisent des systémes de réduction de graphes
bisimilaires (théoreme 3.26 de partage équivalent). Nous invoquerons pour
cette comparaison la notion de termes miroirs introduite au chapitre 1 (défini-
tion 1.26). Notons que le lemme 1.27 implique que deux termes miroirs ont les
mémes positions gelées. Le théoréeme 3.26 de partage équivalent repose sur le
lemme suivant.

Lemme 3.24 (Positions non gelées). Soient un pas de réduction t — t' et une
position p’ de t'. Notons p Uancétre dans t de p' et w Uétiquette racine du radical
réduit.

— Si p n'est pas gelée, alors p' n'est pas gelée et de plus 1,(t") = 7,(2).

— Si p est gelée mais p' ne Uest pas, alors 1,(t') =[w,7,(8)].

Démonstration.

— Par définition les préfixes de les codomaines des fonctions préfixes de #
ne contiennent que des positions gelées. Une position non gelée ne peut
donc pas changer d’étiquette.

— Si p est gelée mais un de ses descendants p’ ne I'est pas alors p est dans
I’épine de la A-abstraction principale du S-radical réduit. Par définition
de # cette épine est toujours incluse dans le préfixe d’'un radical, et par
définition de la B-réduction étiquetée 7, (t) = [w,7,(¢)]. O

Chaque terme étiqueté définit une relation d’équivalence sur 'ensemble de
ses positions.
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Définition 3.25 (Equivalence par étiquettes). Soit t un terme étiqueté. Soient
D,q € pos(t). Les positions p et q sont équivalentes par étiquettes si 7,(t) =
T4(2).

Théoreme 3.26 (Partage équivalent). Soient 21 (resp. &%) une fonction préfixe
de l'ensemble W et t1 (resp. ta) un A-terme étiqueté dans le B-systeme généré par
P (resp. Po). Supposons que t1 = to. Alors tq et tg induisent la méme relation
d’équivalence par étiquettes sur les positions non gelées de t = t] =t

Démonstration. Par définition de #1 = ¢9, il existe un terme non étiqueté o et
une séquence de réduction miroir parallele (91,02) de source (i(g),i(to)) et de
cible (¢1,t2). Raisonnons par récurrence sur le nombre d’étapes de réduction
parallele étiquetée dans la séquence.

Le cas de base, avec une séquence de longueur 0, est immédiat car alors
t1 =1i(tg) = to.

Supposons donc que la propriété est vérifiée pour les séquences de réduction
miroir parallele de longueur 7, et considérons une séquence de réduction miroir
parallele (p1p1,02p2) de cible (t’l,t’z), avec (p1,02) une séquence de réduction
miroir paralléle de longueur n. Notons ¢; et ¢2 les cibles respectives de p; et po.

/i(to) 01 7t1 1 37
By W e !
i(to) 02 >>1o 02 >t

Par hypothese de récurrence les termes ¢1 et t9 induisent la méme relation
d’équivalence par étiquettes sur les positions non gelées de ¢ = ¢ = ¢;,. De plus,
u1 et ug vérifient tous deux les propriétés S, I, et F. Notons w1 et wg les étiquettes
des radicaux réduits en paralléle par p; et po.

Soient p’ et ¢’ deux positions non gelées de t'. Notons p et g leurs ancétres
respectifs dans ¢. Supposons que 7 pr(t'l) = Tqr(t’l) = a’. Nous allons montrer que
‘l,'p/(t'2) = Tq/(tlz). Pour ceci notons 7,(¢1) = ap et 74(¢1) = a4, et raisonnons par cas
sur les états de p et g :

— Si p est gelée et pas g, alors par lemme 3.24 nous avons a, = a’ et

[w1,aq] = a'. En particulier w1 < ap, ce qui contredit I(¢1).

— Sini p ni q n'est gelée, alors par lemme 3.24 nous avons a, = a4 =a’. Par
hypothése de récurrence nous avons de plus 7,(t2) = 74(¢2), et comme les
positions ne sont pas gelées 7,/(t5) = 7,(t2) = 14(t2) = T4/(t5).

— Si p et g sont toutes deux gelées, alors par lemme 3.24 nous avons
[w1,ap] =[w1,aq] = @' et en particulier a;, = a,. Donc par hypothese de
récurrence 7,(t2) = 74(¢2). Comme de méme p et g sont dégelées par po,
par lemme 3.24 nous avons 7,/(t,) = [wg, Tp(t2)] = [w2, T4 (t2)] = T4/(£}).

Symétriquement 7,/(£,) = T4(¢,) implique 7,/(t]) = 74(¢}), ce qui conclut la
preuve. [
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3.5 Discussion : partage

La propriété de partage, en raison de son énoncé syntaxique, est sensible
a la représentation des variables. Les systémes parcimonieux en particulier
jouent sur cette représentation d'une maniére qui peut piéger les systémes
généreux, ce que nous verrons a la section 3.5.1. C’est pour cette raison que ces
deux catégories ont été traitées séparément a la section 3.2. La section 3.5.2
discute ensuite de I'interaction entre la propriété de partage et le renommage de
variables.

3.5.1 Une combinaison pathologique

Nous observons dans cette section comment le mélange des spécificités
respectives des f-systémes parcimonieux et des -systémes généreux peut étre
dangereux pour la propriété de partage.

Regardons une réduction dans un f-systéme imaginaire qui ne serait ni
parcimonieux ni généreux. Dans les différents pas de réduction nous utiliserons
des préfixes correspondant tantét a une fonction préfixe parcimonieuse et tantot
a une fonction préfixe généreuse. En partant d’'un A-terme étiqueté initial, nous
allons casser la propriété de partage en trois étapes de réduction.

Prenons un A-terme étiqueté de départ ¢ty dont toutes les étiquettes sont
initiales (au sens de la définition 1.15) et différentes :

to = @ Ax.@(@(x,x),a), 1%2.1Py.@"(z,@°(a,y)))

ol a est une variable libre. Ce terme t( vérifie les invariants S et [, et est un
radical. Le voici sous forme graphique, avec une étoile pour indiquer la racine
du radical qui va étre réduit.

N
Ax Az
| |
@/@) /1|y
a
! 7N
(@)
a y
Supposons
P(Ax.@(@ (x,x),a)) = Ax.@(@%(x,x),0)

Ce préfixe est ce qu’aurait donné 'une quelconque des trois fonctions 2w, Py,
et P4r. En posant 0 =[n,x] et 7 =[n, ] et en appliquant la B-réduction étiquetée
usuelle nous obtenons :

t1 = @(@%(A%z.APy.@(z,@%(a,y)), A\%2.1Py.@"(z,@°(a,y))), a)

Ce terme t1 satisfait S et [ et indique un graphe ou les deux occurrences de
A%z APy.@ (z,@%(a, y)) sont partagées, et ot le nceud @7 est la racine d’'un radical.
Graphiquement :
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)
@* a
Az
I
Ay
I
e~
9
a y
Supposons maintenant

PNz APy @ (z,@(a,y)) = A%.APy.@"(z,0)

Ce préfixe est ce qu'aurait donné la fonction &gy )/, et la réduction correspon-
dante conduit au terme :

ts = @ A9Fly@71(192.15y.@"(2,@°(a,y)), @(a,y)), a)
Ce terme tg satisfait S et [ et indique un graphe ou les deux occurrences de

@°(a, y) sont partagées. Ce terme est également un nouveau radical. Graphique-
ment :

@)
Ay a
|
/@
Az
|
Ay
|
/@
9
a y

Supposons enfin

2Py @oYI( 1%z APy @Y (2,@%(a,y)), @(a,y)))
= AoBly @orl( A2z APy.@Y(z,@%(O, ), @ (O, y))

Ce préfixe est ce qu'aurait donné la fonction Z4r. Regardons la cible de I'ultime
et fatale réduction associée :

tg = @[T’[U’Y]](A[T’a]z.A[T"B]y.@[r’y](z, @[T,5](a’y))’ @[T,ﬁ](a’a))

Ce terme étiqueté contient les deux sous-termes @"%(a,y) et @"%)(a,a) qui
invalident la propriété de partage.
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(@~
a g

Cette chute de la propriété de partage vient de la combinaison des deuxieéme
et troisieme pas de B-réduction étiquetée, qui utilisent I'un un préfixe strictement
parcimonieux et 'autre un préfixe strictement généreux.

Une particularité du terme #9 créé apres le pas de réduction parcimonieux
est la présence de deux occurrences partagées d'une variable y qui sont liées
par deux A-abstractions distinctes A1%Aly et 1Py. Le préfixe choisi ensuite pour
définir la réduction a partir de ¢9 recouvre ces deux occurrences de y, dont
l'une est liée par la A-abstraction principale du radical (A1918) et doit donc étre
substituée, et Pautre est liée par une autre A-abstraction (A7) et ne doit pas étre
substituée.

Cette liaison de deux occurrences partagées d'une variable par deux lieurs
différents est tout a fait 1égitime dans un B-systéme parcimonieux et n’y pose
aucun probléme. Cette robustesse des B-systémes parcimonieux vient du fait
que la A-abstraction AP est étrangere au squelette de la A-abstraction principale
(Al91P). Elle ne peut donc pas dans un systéme parcimonieux faire partie du
préfixe de la A-abstraction principale comme c’est le cas dans notre exemple.

3.5.2 Renommage et partage

La réduction pathologique précédente n’aurait pas pu avoir lieu si nous
avions imposé a nos systemes de respecter la convention de Barendregt, comme
il est tres généralement fait dans les travaux a base de A-calcul.

Il faut noter cependant que 'observation de cette convention nécessite d’opé-
rer des renommages de variables, comme le montrent le terme ¢9 précédent
et 'exemple 2.11. Ceci n’est usuellement pas considéré comme un grand mal,
car ces renommages sont de toute facon nécessaires a la bonne définition du
A-calcul dans le cas général. Ainsi les définitions de référence appellent termes
les classes d’équivalence de la relation d’a-conversion dans ’ensemble des termes
syntaxiques.

Cependant, quand le A-calcul est restreint a sa réduction faible, le renom-
mage de variables n’est plus nécessaire a la bonne conduite du calcul. Nous
avons donc dans ce chapitre accepté comme termes les termes syntaxiques,
interdit le renommage, et ainsi abandonné la convention de Barendregt.

Et pour cause, la propriété de partage serait sinon en danger. Prenons par
exemple le terme initial suivant :

ug = @%(1Px.@ (x,x),1%y.@(a,y))
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Extrayons le seul préfixe admissible pour cette fonction simple :
PNPx.@ (x,x) = APx.@ (x,x)
Et opérons la réduction, nous obtenons la cible suivante :
u; = @"1%y.@"a,y),1%y.@"a,y))

Enfin, prenons un A-terme a-équivalent obtenu en renommant 'une des va-
riables y en z :
uy = @*1%y.@"a,y),1%2.@"a,z))

Ce terme us contient deux sous-termes 1°y.@(a,y) et 1°2.@"(a,z) qui ont la
méme étiquette mais sont syntaxiquement différents.

La fin de la présente section discute des aménagements possibles pour
fluidifier cette interaction entre variables et propriété de partage. La premiére
direction est la libéralisation de la propriété de partage, la deuxiéme est la
modification du systeme.

Les deux sous-termes A°y.@"(a, y) et A°2.@"(a, z) précedents étant a-équivalents,
on pourrait soutenir que le probleme est simplement di a une définition trop
syntaxique du partage. Cependant ’exemple contient également les deux sous-
termes @7(a,y) et @"(a,z), qui brisent aussi le partage, sans étre a-équivalents.

Une version moins syntaxique de la propriété de partage devrait donc aller
plus loin, par exemple en remarquant que dans leurs contextes respectifs, les
variables y et z présentes dans @"(a,y) et @7(a,z) sont toutes deux liées, et
par des A-abstractions A%y et A%z qui ont méme étiquette. Dans un cadre ot
I’égalité des étiquettes veut étre interprétée comme une identité des termes, y et
z pourraient étre ici considérés comme des variables suffisamment ressemblantes.
Cette solution fait de plus écho a I’'algorithme original de Wadsworth dans lequel
les variables liées sont identifiées uniquement par un pointeur arriére vers leur
lieur.

Mais la encore le critére doit étre discuté. Prenons par exemple ce sous-terme
extrait du terme t9 précédent, qui a été légitimement obtenu dans le systéme
Ppr.m que nous savons SUr.

t = Aoy @919y @ (z,@%(a, y)), @(a,y))

Par renommage d’une des variables y en x, nous restaurons la convention de
Barendregt dans ce terme et obtenons :

¢ = APy @Y A%2.APy.@"(z,@%(a, y)), @(a,x))

Dans ce nouveau terme syntaxique ¢’ cohabitent les deux sous-termes @°(a,x) et
@’ (a, y). La propriété de partage ne tient pas, et les deux variables x et y, bien
que toutes deux liées, le sont par deux abstractions A[9flx et 1Py aux étiquettes
et donc aux identités différentes.
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Ainsi, pour accepter des systémes strictement parcimonieux comme Pgy s
conjointement avec I'a-équivalence, il faudrait envisager une libéralisation plus
importante encore du critére, ou seraient par exemple considérées comme iden-
tiques toutes deux variables liées, quelles que soient les A-abstractions qui les
lient.

Sans changer I’énoncé strict et syntaxique de la propriété de partage, nous
pouvons permettre un renommage inoffensif des variables en rendant cette
opération visible. L'idée est qu'une opération explicite de renommage va agir
sur les étiquettes de manieére a préserver la cohérence du terme étiqueté. Nous
pourrions par exemple obtenir au lieu du terme ¢’ le terme suivant :

" = Aoy @lloflloyl ja, APy @Y (z,@%a,y)), @1L7PI(q, x))

dans lequel le partage entre les sous-termes @°(qa, y) et @17-F19(q x) a été annulé
par le changement d’étiquettes de I'un des sous-termes pour tenir compte du
renommage.

Il serait également envisageable de forcer la réduction a renommer au
maximum toutes les variables liées de son réduit afin d’assurer la préservation
de la convention de Barendregt. Il y a une précaution a prendre pour cela : pour
respecter I'axiome Zone d’effet, les renommages doivent avoir lieu a I'intérieur de
la zone d’effet. Il faut donc soit étre certain que la zone d’effet est suffisamment
grande, ce qui est le cas avec le systéeme Py, soit étendre la zone d’effet aux
parties renommeées. Ces deux solutions peuvent étre vues comme l'incorporation
de la régle de renommage a la regle de S-réduction.

La solution utilisant une regle de renommage explicite sera intégrée a un
exemple au chapitre 11.

Bilan du chapitre

Dans ce chapitre nous avons passé en revue les principaux travaux qui, apres
Wadsworth [Wad71], se sont réclamés de la pleine paresse [Tur79, PJ87, AF97,
Ses97, SW10, BLMO07]. Afin de plonger de maniere uniforme dans le cadre des
SLS ceux de ces travaux exprimés dans un style proche du A-calcul [Wad71,
AF97, Ses97, SW10, BLMO07] nous avons défini une version paramétrée de la
B-réduction étiquetée du chapitre 2 (définition 3.5). Pour montrer que les f-
systémes ainsi obtenus forment toujours des SLS nous les avons séparés en
deux catégories (fS-systémes parcimonieux et généreux, définition 3.2) dont les
propriétés sont légerement différentes et subtilement incompatibles (voir la
section 3.5.1).

Parmi tous les B-systémes nous avons ensuite isolé un ensemble visant a
caractériser la notion de pleine paresse (définition 3.22), et avons effectivement
montré que d’'une part cet ensemble contient les B-systéemes représentant la
technique de Wadsworth [Wad71] aussi bien que les autres descriptions de la
pleine paresse basées sur le A-calcul [AF97, Ses97, SW10, BLMO07], et d’autre
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part que tous les systéemes de cet ensemble produisent les mémes séquences de
réduction parallele (théoréeme 3.26 de partage équivalent).

Nous avons enfin remarqué qu'un seul f-systéme était a la fois parcimonieux
et généreux : le systéme représentant la technique de Wadsworth (remarque 3.3).
Par conséquent nous avons un unique f-systéme présentant a la fois les bonnes
propriétés des B-systéme parcimonieux et des -systémes généreux. C’est donc
lui qui nous servira naturellement de base au chapitre 4 dans I’élaboration d’'un
systéme pleinement paresseux pour la récriture d’ordre supérieur.
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CHAPITRE 4
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Liobjet de ce chapitre est la généralisation de la notion de partage pleine-
ment paresseux de Wadsworth [Wad71] a la récriture d’ordre supérieur, ou plus
précisément aux Combinatory Reduction Systems de Klop [Klo80, KvOvR93].

Pour orienter au mieux cette généralisation faisons le bilan des deux cha-
pitres précédents :

Le partage pleinement paresseux se décline en A-calcul sous plusieurs
formes [Wad71, AF97, Ses97, SW10, BLMO07] qui correpondent a des sys-
temes de récriture de graphes différents mais bisimilaires.

La caractéristique de la pleine paresse est la limitation des duplications a
des positions qui sont gelées selon la réduction faible (combinatoire).

Les B-systémes pleinement paresseux se divisent en deux catégories, les
systémes parcimonieux et les systéemes généreux, qui vérifient chacune
leurs invariants propres.

Lintersection des systémes parcimonieux et généreux est un singleton,
contenant uniquement le systéme généré par la fonction préfixe Py .

Ainsi le systéme @y, en combinant les bonnes propriétés a la fois des systéemes
parcimonieux et des systémes généreux, est celui qui semble a la fois le plus
robuste et le plus aisé 4 manipuler. Nous donnerons donc raison a Wadsworth et
nous baserons sur son systéme pour la suite. Dans ce cadre nous pourrons égale-
ment continuer a exploiter les relations entre le partage pleinement paresseux
et la réduction faible (combinatoire).

La généralisation portée par ce chapitre est assortie d'une nouveauté métho-
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dologique par rapport aux démarches des chapitres 2 et 3, nouveauté que nous
détaillons maintenant.

Les étiquetages pleinement paresseux des chapitres 2 et 3 ajoutent au A-
calcul des mécanismes ad hoc pour la gestion des étiquettes. Cet ajout répond au
fait que les étiquettes sont en supplément de la syntaxe d’origine. Ceci semble
inévitable pour le A-calcul dont la forme est fixée, mais les choses sont différentes
dans le cadre plus général et naturellement extensible des CRS.

Dans ce chapitre nous étiquetterons des CRS comme nous avons étiqueté le
A-calcul aux chapitre 2 et 3, mais nous ferons en sorte que le systéme étiqueté
soit toujours un CRS. Ainsi il ne sera pas nécessaire de définir un nouveau
cadre étiqueté : les mécanismes d’étiquetage des CRS seront internalisés dans la
théorie générale des CRS, sous forme de signatures et de régles ordinaires. Ceci
permettra notamment la réutilisation directe de la méta-théorie des CRS et des
CRS orthogonaux pour I'étude de nos CRS étiquetés (voir chapitres 7 et 9).

La partie syntaxique de cette internalisation est simple : comme nous I’avons
fait pour les SLS nous allons remplacer une signature par une signature éti-
quetée dans laquelle chaque symbole est la combinaison /% d’un des symboles
d’origine f et d'une étiquette a (définition 1.13). Remarquons que cette approche
est suggérée par van Oostrom dans sa définition abstraite de I'étiquetage d'un
terme du premier ordre [Ter03, Chap. 8], puisque sa définition est basée sur un
morphisme entre deux signatures.

La partie dynamique de I’étiquetage est un peu plus délicate et va demander
de transformer au préalable les systémes a étiqueter. Considérons en effet ce qui
se passait au chapitre 2 : la version étiquetée de la B-réduction était exprimée
par

@°(\%x.5t1,...,tnl ) — 0,815 "9 [tg,...,8,]

avec la condition Py (A%x.slt1,...,t,]) = A%x.s. Ainsi les étiquettes du {x}-squelette
de slti,...,t,] sont modifiées. Dans les CRS la f-réduction est usuellement
([KvOvR93]) exprimée par la regle

@(x)Z(x),Z2") — Z(Z)

dans laquelle le {x}-squelette du corps de la fonction n’apparait pas explicitement.
Les positions correspondant aux étiquettes modifiées dans le modeéle précédent
sont en fait ici les positions dynamiques du réduit, au sens de la définition 0.70.

Cependant, dans le cadre de ce chapitre la modification en [w, a] de ’étiquette
a d’un symbole f correspond a la création d’un nouveau symbole f®*! et dans
un CRS les nouveaux symboles ne peuvent apparaitre que dans les positions
propres du réduit. Il faut donc faire en sorte que la zone d’effet d’'un pas de
réduction (c’est-a-dire I’endroit o de nouvelles étiquettes apparaissent) soit
constituée intégralement de positions propres de la regle CRS associée. Ceci
peut étre obtenu par exemple en transformant la régle § en 'ensemble infini de
régles obtenu en instanciant le parametre s du schéma de régle suivant par un
{x}-squelette.

@ () .5[Z1,....Zn 12" — [w,s1%=2Zy,...,Z,]
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Dans une telle regle toutes les positions de s sont des positions propres, et il n’y
a pas de positions dynamiques (car toutes les méta-variables sont d’arité 0).

Ce chapitre présente donc d’abord une notion de raffinement d’une regle
CRS, qui permet de remplacer une regle par un ensemble de regles équivalent
et éventuellement infini, et qui permet en particulier de remplacer une regle
générale par un ensemble de régles dans lesquelles toutes les méta-variables ont
pour arité 0 (ce qui est équivalent au remplacement des positions dynamiques du
réduit par des positions propres). Ce raffinement permettra ensuite d’exprimer
les CRS étiquetés sans sortir du cadre formel des CRS et ainsi de bénéficier
directement de toute la méta-théorie des CRS sur leur version étiquetée.

Lutilisation du raffinement en revanche va faire que 1’étiquetage obtenu
pour les CRS ne correspondra pas exactement a celui défini pour le A-calcul
au chapitre 2. Nous pourrons cependant vérifier que le partage obtenu est le
méme et que les réductions paralléles étiquetées du A-calcul du chapitre 2 et du
présent chapitre sont bisimilaires (théoréme 4.52 de partage équivalent). Ainsi,
I’étiquetage des CRS proposé ici spécifie bien une généralisation du partage
pleinement paresseux de Wadsworth.

Enfin, nous discuterons 'adéquation avec le réel du modele de ’évaluation
avec partage pleinement paresseux. Nous définirons la classe des CRS plats
(définition 4.64), qui contient en particulier le A-calcul, et prouverons que la
réduction des CRS plats peut effectivement étre réalisée sur une machine de
Turing en un temps polynomial en le nombre d’étapes de réduction dans le
modele avec partage pleinement paresseux (théoréme 4.70 de complexité déri-
vationnelle). Autrement dit, la réduction pleinement paresseuse est un modéle
raisonnable de ’exécution des programmes fonctionnels.

La section 4.1 commence par transposer aux CRS la notion de réduction
faible combinatoire et les propriétés de base qui y sont encore vérifiées. La
section 4.2 définit ensuite les raffinements d’'un ensemble de régles CRS et en
particulier un raffinement dit canonique qui servira de base a la construction a
la section 4.3 de I'étiquetage définissant le partage pleinement paresseux dans
les CRS. Le bien-fondé de cette vision du partage pleinement paresseux sera
ensuite justifié aux sections 4.4 avec la correspondance avec la technique de
Wadsworth sur le A-calcul et 4.5 avec les résultats de complexité.

4.1 Réduction faible dans les CRS

Cette section adapte au cadre des CRS les définitions et les propriétés de la
réduction faible que nous avons déja vues pour le A-calcul.

Définition 4.1 (Réduction faible). La réduction dans un contexte est restreinte
au cas suivant : c[l°] — c[r°] ot aucune variable libre du codomaine de la
valuation o siire pour | — r n’est liée par un lieur apparaissant dans ¢ au-dessus
du trou.
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Exemple 4.2.
Considérons un symbole unaire y. La régle de récriture

p(x)Z(x)) —  Z(u({x)Z(x)))
décrit un opérateur de point fixe. Soit
t = g py8g(y,2)), u(y)g(y,x)))
<JIC>
~EN
Iz v

() ()

AN GA
y z y x

Nous avons un radical & la position 11 dans t, avec un contexte ci et une valuation
g1 .

c1 = (0g@,u(»g(y,x))

o1 = {Z+— Ax1.8(x1,2)}
Au contraire, le pré-radical & la position 12 avec le contexte co et la valuation oo
n’est pas autorisé par la réduction faible car la variable x liée dans cg est libre
dans 09(Z) :

co = gy gly,2),[])
o2 = {Z~ Ax1.8(x1,x)}

Les notions de préfixe, de squelette, et d’épine qui sont liées dans le A-calcul
aux A-abstractions peuvent étre immédiatement adaptées aux abstractions des
CRS, ce que nous détaillons ci-dessous.

Définition 4.3 (Préfixe). Un préfixe n-aire d’'un terme t est un contexte n-aire
c tel qu’il existe des termes t1,...,t, satisfaisant t = clt1,...,t,]. Une fonction
préfixe est une fonction prenant une abstraction {x)t en entrée et renvoyant un
préfixe de (x)t.

Similairement a ce qui a été défini pour le A-calcul, le squelette d'une
abstraction (x)¢ est le préfixe clos qui peut étre défini soit par ablation des
expressions libres maximales soit par aggrégation d’épines, tandis que son épine
est constituée des chemins menant aux occurrences libres de x dans ¢.

Définition 4.4 (Epine). La 0-épine d’un terme t, notée (t)0, est le préfixe de t
défini ainsi :

@ = 0O Ontv(t) =@
Sinon :
0 = «x xef
(ol =

(Ft1,..,to? = FED?,... )9
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Lépine d’une abstraction {(x)t est son préfixe (t) = ) (t)™. Nous noterons ()¢
l’ensemble des 0-épines des termes sur .. Lépine d’un substitut Axi...x,.t est le

Définition 4.5 (Squelette). Le O-squelette d’un terme t, noté (t))?, est le préfixe
de t défini ainsi :

n? = O Ontvt)=o
Sinon :
n? = « x€h
aytn? = (yeyou

UfF @1y sta? = FUENY,..., (En)?)

Le squelette d’une abstraction (x)t est son préfixe {t)) = (x){{t) &} Nous noterons
(PN lensemble des 0-squelettes des termes sur #. Le squelette d’un substitut

Exemple 4.6.
Considérons un symbole f d’arité 2, un symbole g d’arité 1, et le terme

t = gnflx,f(y,(2)2)

(x)
1
8
1
()
1
/f'~‘
X .'_ f \
y (2)

Lépine du terme t est (en gras plein ci-dessus) le préfixe
() gy f(x,00)

et son squelette est (en ajoutant les pointillés)

g f(x, f(y, D))

Le lemme suivant énonce pour les CRS le lemme 2.7 que nous avions pour
le A-calcul.

Lemme 4.7 (Squelettes et substitutions). Soient {(x)t une abstraction et {y := u}
une substitution telles que ((x)t)V=% est définie. Alors (x)t et (x)t)?V=% ont
méme squelette.
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Démonstration. Si y n’est pas libre dans (x)t alors c’est immédiat. Supposons
donc y € fv({x)#). Les occurrences libres de y sont en particulier des expres-
sions libres de (x)¢ et n’appartiennent pas au squelette. De méme, la définition
de ((x)t)?*=% implique que les occurrences substituées de u sont libres dans
((x)t)V =4 et n’influent pas sur le squelette. O

En revanche, un certain nombre d’autres propriétés dont I'invariance des
squelettes 2.8 et le respect local de la convention de Barendregt 2.14 ne sont
plus vérifiées dans le cadre des CRS, ce qui va montrer tout I'intérét du choix du
systeme le plus robuste.

Exemple 4.8.
Considérons un symbole f d’arité 2, un symbole g d’arité 1, et la régle de récriture

gUx) Z(x)) — () Z(f (x,x))
Nous avons le pas de réduction
glx)gx)) — (0g(f(x,x))

dont la cible est un squelette qui n’apparait pas dans la source, ce qui invalide une
invariance des squelettes telle qu’énoncée pour le A-calcul faible par le lemme 2.8.
Considérons maintenant la régle de récriture

8((x)Z(x)) = () Z(Z(x))

Nous avons avec la valuation { Z — Ax1.(y)f(y,x1) } le pas de réduction

g, »fy,x) —  ,Nfy,Mf(y,x)

dont la cible est squelette qui ne respecte pas la convention de Barendregt, ce
qui invalide la préservation du respect local de la convention Barendregt telle
qu’énoncée pour le A-calcul faible par le lemme 2. 14.

4.2 Raffinements

Nous définissons dans cette section une notion de raffinement d’un ensemble
de regles CRS. Intuitivement, un raffinement d’une régle / — r est un ensemble
de regles qui pris dans son ensemble génére la méme relation de réduction que
la seule regle [ — r. Chaque regle du raffinement est obtenue en instanciant
partiellement les méta-variables de [ — r, c’est-a-dire en les instanciant par des
méta-termes plutoét que des termes. Nous utiliserons pour cela une notion inter-
médiaire de raffinement d’'un motif, qui est un ensemble de valuations partielles
sur lequel toute valuation siire peut étre factorisée. Pour cela, commencons par
généraliser la notion de substitut en une notion de substitut partiel, qui associe
des méta-termes aux méta-variables.

Définition 4.9 (Substituts partiels). Un substitut partiel n-aire est une fonc-
tion notée Ax1...x,.t avec t un méta-terme, qui prend n méta-termes en entrée et
renvoie le méta-terme défini ainsi : (Ax1...x,.t)t1,....t5) = 1=t = tn},
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Exemple 4.10.
La table suivante donne & gauche plusieurs substituts partiels pour une méta-
variable Z d’arité 2, et a droite l'application de ces substituts au méta-terme
(y,2)Z(y,2).

Ax1x2.8(a) (y,2)8(a)
Axyxo.f(g(x1),x2) (¥,2)f(8(y),2)
Ax1x2.f(g(x1),Z1(x2)) (v,2)f(g(¥),Z1(2))
Ax1x2.f(8(Z2(x1,%2)), Z3(x1)) (v,2)f(g(Za(y,2)),Z3(y))
Ax1x2.f(g(x1),Z4) (5,2)f(8(y),Z4)

La notion de valuation partielle est immédiatement déduite de celle de
substitut partiel.

Définition 4.11. Une valuation partielle o associe des substituts partiels n-
aires a des méta-variables n-aires. Notons t° le résultat obtenu en remplacant
chaque méta-variable de t par le substitut partiel indiqué par o. Formellement :

(o

X = X
007 = @)
Fttyenta)) = U8

(Z(tq,...,t))° o(2)t],...,t5

Une valuation partielle o est dite siire s’il n’existe pas deux substituts partiels
o(Z) et 0(Z') dans son codomaine et une variable x apparaissant libre dans un
substitut partiel et liée dans Uautre. Une valuation partielle o est dite stire pour
un méta-terme t si elle est siire et s’il n’existe aucune méta-variable Z telle que
0(Z) contient une occurrence libre d’une variable x qui est liée dans t.

La nouveauté est que les valuations partielles se composent.

Définition 4.12 (Composition de valuations partielles). Une valuation partielle
o stre est siire pour un substitut partiel Axy...xp.t si {x1,...,x,}Nfv(cod(o)) = @
et si 0 est stire pour t. Etant donnés un substitut Ax1..x,.t et une valuation
partielle o siire pour Axy...x,.t, Uapplication de o & Ax1...x,.t donne un substitut
partiel défini par

(Ax1...200.8)7 = Ax1...%,.(27)

Soient deux valuations partielles 01 et o9 telles que dom(gg) Smv(cod(g1)) et o9
est siire pour tous les substituts du codomaine cod(o1) de 01. Leur composition
est la valuation partielle définie par

09001 =1{Z— (01(Z))”* | Z € dom(c1)}

Exemple 4.13.
La composition de valuations partielles

{Z — Ax1x9.f(g(Za(x1,%9)), Z3 ()Y Eo— A1 s f (1, Ze))
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résulte en la valuation partielle

{Z — Ax1%9.f(8(Zo(x1,%2)), f(Zs5, f(x1,Z6))}

Cette notion de composition permet de définir un ordre sur les valuations
partielles reflétant la maniére dont elles se factorisent.

Définition 4.14 (Factorisation de valuations partielles). Une valuation partielle
o ¢ factorise une valuation partielle o s’il existe une valuation partielle o' siire
pour o telle que 0 =o' o0y.

Remarque 4.15 (Ordre de factorisation). La factorisation définit une relation
d’ordre sur les valuations partielles.

Définition 4.16 (Raffinement d’'un méta-terme). Un raffinement d’un méta-
terme t est un ensemble R de valuations partielles stires pour t tel que pour toute
valuation o siire pour t il existe une valuation partielle o € R qui factorise o.

Exemple 4.17 (Raffinement exhaustif).
Considérons un méta-terme t, et U'ensemble R des valuations stires pour t. Alors
R est un raffinement de t, appelé raffinement exhaustif de t.

Exemple 4.18 (Raffinement identité).
Considérons un méta-terme t, et le singleton {o;} ot

o; = {Z—Ax1...x,.2(x1,...,%,) | nEN, Z env(¢) d’arité n}

Remarquons que la valuation partielle o; est stire pour t. De plus, le singleton {o;}
est un raffinement de t, appelé raffinement identité. En outre, tout ensemble
R’ de valuations partielles stires pour t contenant o est un raffinement de t, car
plus généralement tout ensemble de valuations partielles siires contenant un
raffinement est toujours un raffinement.

Exemple 4.19.

Considérons une signature ¥ = {f,g} ot les symboles f et g ont pour arité
respective 2 et 1, et prenons le méta-terme t = (x)Z(x). Considérons l’ensemble de
valuations partielles stires pour t

R = { {Z'—’A.?qxl} s
{Z — Ax1.(y) Z1(x1, )} ,
{Z — Ax1.f(Zo(x1), Z3(x1))}
{Z — Ax1.Z5} }

Lensemble de valuations partielles R n’est pas un raffinement du méta-terme t.
En effet, il existe une valuation stire pour t

{Z — Ax1.8(x1)}
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qui ne se factorise pas sur R. En revanche ’ensemble de valuations partielles
R' = R U{Z~— Ax1.8(Z4(x1))}

est un raffinement de t.

11 est également possible de remplacer la valuation {Z — Ax1.Zs} par len-
semble des {Z — Ax1.y} pour toute variable y € & \ {x}. Remarquons en outre
qu’avec la valuation partielle {Z — Ax1.Z5} Uexclusion de la variable x est prise
en charge par la condition de stireté.

Définition 4.20 (Raffinement d’une regle). Soit [ — r une regle CRS. Un raffi-
nement de | — r est un ensemble de régles de la forme {I° — r° | 0 € R} avec R
un raffinement de 1 stir pour [ et r et tel que pour toute valuation partielle 0 € R
le méta-terme 19 est un motif.

Exemple 4.21.
Soit la signature & ={f, g} ot les symboles f et g ont pour arité respective 2 et
1. Considérons la régle d : @({x)Z(x),Zy) — Z(Z(Z)). Nous pouvons combiner
le raffinement identité de Z (exemple 4.18) avec le raffinement de Z donné par
lexemple 4.19 pour obtenir l'ensemble de valuations partielles

R = { {Zy—A®.Zo, Z— Ax1.%1} ,
{Zo— A®.Zo, Z — Ax1.(y)Z1(x1,¥)} ,
{Zo— A®.Zo, Z — Ax1.f(Zo(x1),Z3(x1))}
{Zo— A®.Zo, Z — Ax1.8(Z4(x1))} ,
{Zo— &@.Zo, 7z — Axl.Z5} }

qui est un raffinement du motif @({x)Z(x),Zo) siir pour @({(x)Z(x),Zy) et Z(Z(Zy)).
Ainsi U'ensemble de régles

Rq = A @((x)x,Zo)
Q((x, ) Z1(x,y),Zo)
@((x)f(Za(x),Z3(x)), Zo)
@((x)g(Z4(x)), Zo)

@((x)Z5,Z0)

Zo

NZ1(y)Z1(Zo, y), ¥)

[(Zo(f(Zo(Zy),Z3(Zy))), Z3(f(Za(Z0),Z3(Z)))))
8(Z4(g(Z4(Zy))))

Zs

e b

est un raffinement de la régle d.

Lemme 4.22 (Raffinement). Soit [ — r une régle CRS et % un raffinement de
L — r. Alors l'ensemble de régles Z génere la méme relation de réduction que la
seule régle l —r.

Démonstration. Notons Z ={l° — r? | 0 € R} avec R un raffinement de [/ sir
pour [ et r et tel que pour toute valuation partielle o € R le méta-terme 17 est
un motif.

Soit un pas de réduction c[l/?] — c[r?]. Par définition de la réduction o est
une valuation stire pour [/ et r. Par définition d’un raffinement il existe une
valuation partielle o1 € R (stire pour / et r) et une valuation og stire pour [°! et
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r?1 telles que 0 = 0g0071. De plus la régle 191 — r9! est dans %. Donc par stireté
de g9 la réduction c[([91)°2] — c[(r?!)?2] est permise par le raffinement Z.

Soit une réduction c[l’?] — c[r'?] avec ' — r' € Z. Par définition de % il
existe une valuation partielle ¢’ € R (stire pour [ et r) telle que I’ = 17 et
r' = r? . Par définition de la réduction o est une valuation sire pour [’. Donc
par définition du raffinement la valuation o oo’ est stire pour / et r. Donc la
réduction ¢[17°'] — c[r?°%'] est permise par la régle [ — r. O

Un raffinement R d’une régle [ — r donne rarement un ensemble orthogonal
de regles. En effet, des recouvrements entre regles raffinées sont susceptibles
de survenir d'une part s’il existe une valuation dont la factorisation n’est pas
unique, et d’autre part si le codomaine d'une valuation partielle contient un
préfixe d'un membre gauche de régle. Les exemples 4.23 et 4.24 illustrent ces
deux possibilités.

Exemple 4.23.
Considérons la regle d : @(x)Z(x),Zy) — Z(Z(Zy)), et un raffinement R de
@((x)Z(x),Zg) stir pour d contenant les deux valuations partielles suivantes :

o1 = {Zo— A®.Zo, Z — Ax1.f(8(Z1),Z2)}
o2 {Zo— Ap.Zo, Z— Ax1.f(Z3,8(Z))}

Le raffinement correspondant de d contient les deux regles

di1 : @Ux)f(g(Z1),Z9),Zy) — [(g(Z1),Z2)
de : @Ux)f(Z3,8(Z4),Zo) — [(Z3,8(Z4))

qui forment un recouvrement. Le systeme obtenu n’est donc pas orthogonal.

Exemple 4.24.
Considérons la régle g : g(Z) — f(Z,a) et un raffinement de g(Z) siir pour g
contenant la valuation partielle suivante :

o = {Z—Ap.g(Z")}
Nous obtenons une regle raffinée
g : g2~ fgZ),a)

qui forme un recouvrement avec elle-méme dans le terme g(g(g(a))). Le systéme
obtenu n’est donc pas orthogonal.

Remarquons enfin que certains des recouvrements que peut introduire un
raffinement ont un impact limité sur le systéme.

Exemple 4.25.
Reprenons la regle g : g(Z) — f(Z,a), avec un raffinement de g(Z) siir pour g et
contenant les deux valuations partielles suivantes :

o1 = {Z—-Ap.(0g(Z1(y)}
oy = {Z—Ap.y}
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Le raffinement correspondant de g contient les deux régles

g1 : gmgZi(y)) — [fUyeZi(y),a)
g2 gly) — fgy),a)

Ces deux régles forment un recouvrement sur le radical g({y)g(y)). Cependant le
sous-terme g(y), bien qu’ayant la forme d’un radical pour gs, ne peut en aucun
cas donner lieu a un pas de réduction faible. En d’autres termes, dans le cadre de
ce recouvrement l’'un des deux radicaux concerné n’est pas un vrai radical. Un tel
systeme sera dit orthogonal en réduction faible (voir définition 4.33).

Nous utiliserons dans la suite un raffinement particulier qualifié de cano-
nique. Vis-a-vis de lordre de factorisation, le raffinement canonique d’une régle
peut étre vu a la fois comme le plus grand raffinement donnant un systéme
orthogonal en réduction faible et comme le plus petit raffinement dont les regles
n’utilisent aucune méta-variable d’arité différente de zéro. L'idée est de rem-
placer une méta-variable n-aire appliquée a un ensemble de variables 0 par
un O-squelette dont les trous ont été remplacés par des méta-variables fraiches
d’arité 0.

Définition 4.26 (Raffinement canonique d’'une méta-variable). Soient ¥ une
signature et Z une méta-variable d’arité n. Pour tout entier naturel k, notons

(& ))le’“"x”} lensemble des {x1,...,x,}-squelettes sur & ayant k trous. Pour tout

entier naturel k et pour tout squelette s € ((.V))le"“’x"}, soient Zi,...,Z,se k méta-

variables fraiches d’arité 0. Le raffinement canonique de Z est I’ensemble de
valuations partielles

R(Z) = {{Z— Ax1..xn(SIZ5,.. ., ZED} [ REN, s€ () )

Le raffinement canonique d'un méta-terme ¢ est 'ensemble des valuations
formées en choisissant un substitut partiel dans le raffinement canonique de
chacune des méta-variables de ¢.

Définition 4.27 (Raffinement canonique d’'un méta-terme). Soit t un méta-terme.
Le raffinement canonique de t est I’ensemble de valuations partielles

Rty = ][] R@

Zemv(t)

Remarque 4.28. Toutes les valuations partielles du raffinement canonique d’'un
méta-terme t sont closes. En particulier elles sont siires pour t.

Exemple 4.29.
Considérons la signature ¥ = {f,g,h} ot les symboles [, g et h ont pour arité
respectivement 2, 1 et 2, et prenons le méta-terme t = Z(Z(Zy)). Soient s un
{x1}-squelette darité k et Z1,...,Z; k méta-variables fraiches d’arité 0. Alors la
valuation partielle

g = {ZO'_’&¢~Z0a Z'—*&Xl.S[ZS,...,Z}z]}
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avec 2
— oX1:=2Zg}1 78 s
to‘ — s{xl.—s 1 O[Zl""’Zk]}[ZS,...,ZZ]

est dans R(t). Remarquons au passage que le raffinement d’une méta-variable
d’arité 0 est un singleton. Un exemple de valuation partielle dans R(t) est

o1 = {(Zo—A®.Zo, Z— Ax1.8(g(x1))}
qui donne
7t = glg(gg(Zp))))
Un autre est
o2 = {Zo—Ap.Zoy, Z— Ax1.Z1}
qui donne
2 = 73
Un dernier est
o3 = {Zo—Ap.Zy, Z— Ax1.f(Z2,h(x1,2Z3))}
qui donne
t% = [f(Ze,h( f(Z2,h( Zy ,Z3)) ,Z3))

Le raffinement canonique R(¢) d'un méta-terme ¢ est un raffinement qui
permet de factoriser chaque valuation siire pour ¢ d’'une unique maniere.

Lemme 4.30 (Factorisation canonique). Considérons un méta-terme t et son
raffinement canonique R(t). Soit o une valuation stiire pour t. Alors il existe une
unique valuation partielle oy € R(t) telle que o factorise o.

En particulier, le raffinement canonique R(t) est un raffinement de t.

Démonstration. Soit o une valuation stire pour ¢. Soit Z € mv(¢) d’arité n, et s
le {x1,...,x,}-squelette du terme o(Z)(x1,...,x,). Notons Z1,...,Z; les k méta-
variables fraiches d’arité 0 associées a la paire (Z,s). Nous pouvons alors
définir 04(Z) = Ax1...x,.8[Z1,...,Z;]. Soient de plus t1,...,t; les termes tels
que s[t1,...,t3]1 = 0(Z)(x1,...,x,). Nous pouvons cette fois définir pour tout i
o' (Z) = Ao t;.

Vérifions que ces substituts sont siirs pour ¢°/. Soit x une variable libre dans
A@.t;. Par définition du squelette s, I’expression ¢; est une expression libre de
s[t1,...,tx]. En particulier x est libre dans s[¢1,...,¢;]. La streté de o assure
qu’aucune variable libre de s[#1,...,t;] n’est liée dans ¢, donc x n’est pas liée
dans t et les substituts ¢/(Z;) sont alors strs pour ¢°f.

En répétant 'opération par récurrence sur le nombre de méta-variables dans
t nous obtenons une valuation partielle o € R(¢) et une valuation o’ stire pour
197 et telle que 0’ ooy = 0.

Supposons maintenant qu’existent une valuation partielle a} € R(¢) et une

valuation ¢” telles que o = 0'”00'} et a’f # 0. Notons U}(Z) = Axl...xn.s’[Zi’, s ,ZZ’].
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Par définition s’ = ((s'[a”(Zi’), ... ,cr"(ZZ’)])){xl""’x"}. Oro’o cr} =og=0'00y, donc

S'[U"(Zf), .- ,(T"(Z,se’)] = s[a’(Zi), . ,0'(Z,‘Z)] ets'= ((s[a’(Zi), ‘e ,0'(ZZ)])>{’“"“”‘"} =
s. Donc U}(Z ) = 0(Z) et nous avons bien unicité de la factorisation. O

Corollaire 4.31 (Raffinement canonique). Pour toute régle CRS [ — r l'ensemble
de régles {I° — r? | 0 € R(1)} est un raffinement de | — r appelé raffinement
canonique.

Exemple 4.32.
Considérons la signature & = {f,g,h} ot les symboles f, g et h ont pour arité
respectivement 2, 1 et 2. Le raffinement canonique de la régle

@(x)Z(x),Zo) — Z(Z(Zo)
contient entres autres les trois régles suivantes

@((x)g(g(x)),Zo) — g(g(g(g(Zo)))
@(x)Z1,Z0) — Z:1
@((x)f(Zo,h(x,Z3)),Z0) — [(Za,h(f(Zo,h(Zy,Z3)),Z3))

Enfin, nous allons vérifier que le raffinement canonique d’'un ensemble de
régle n’est pas une source de non-orthogonalité en réduction faible. En effet, si le
raffinement canonique d’un systéme crée un nouveau recouvrement entre deux
radicaux l‘l71 etl g“’, alors 'un de ces radicaux aura nécessairement une position
gelée.

Définition 4.33 (Orthogonalité en réduction faible). Soit Z = (#,%) un CRS.
Le systéeme Z est sans recouvrement en réduction faible si les deux points
suivants sont vérifiés.

1. Siun radical l‘l71 pour une regle k1 contient un radical lgz pour une regle
Ko # K1, alors l'un des deux points suivants est vérifié :
— il existe une méta-variable Z1 € mv(lq) telle que le radical lgz est déja
contenu dans 01(Z1), ou
— la position p a laquelle lgz apparait dans l‘lf1 est une position gelée de
1o,
2. De méme si un radical pour une régle x1 contient strictement un autre
radical pour la méme régle x1.

Le systéeme X est orthogonal en réduction faible s’il est a la fois linéaire
gauche et sans recouvrement en réduction faible.

Lemme 4.34 (Orthogonalité du raffinement canonique). Soit Z un ensemble
orthogonal de regles. Le raffinement canonique R(R) de % est orthogonal en
réduction faible.

Démonstration. Soient x : [ — r une regle de Z et [ — r? une régle de R(x).
Supposons qu'une méta-variable Z apparaisse deux fois dans /7. Par orthogona-
lité de Z la regle x est linéaire gauche, donc / contient au plus une occurrence
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de Z, et il existe une méta-variable Z telle que g(Z() contient au moins une
occurrence de Z. De plus les méta-variables du codomaine de o sont prises
fraiches, donc Z ne peut avoir d’occurrence hors de g(Zy). Par linéarité gauche
de x la méta-variable Zy n’apparait qu'une fois dans /, & une position py. De plus
[ est un motif, donc aucune position p < po n’est la position d’une méta-variable.
Alors la position pg n’a qu'une position résultante dans [, et le susbtitut partiel
0(Zyp) n’est utilisé qu'une fois. Donc 0(Z¢) = Ax7...x,.t contient deux occurrences
de Z, ce qui contredit la définition du raffinement canonique. Donc les regles de
R(2) sont linéaires a gauche.

Vérifions maintenant que R(Z) est sans recouvrement en réduction faible.
Dans R(Z), considérons un radical /3° pour une régle x, : [, — r, contenant un
sous-radical [ ?i pour une régle «; :I; — r; telle que «, # ;. Notons [g° = ¢;[/ ?i].
Par définition de R(%), il existe deux regles x|, : I, — r{, et k : I, — . de Z et
deux valuations partielles o}, et o’ telles que /, = (I')% et l; = (Zg)";. De plus
0,00, (resp. 0;00)) est stire pour x|, (resp. «}). Donc (11)7°°% et (l;)”ic’”? sont
deux radicaux dans £ et le second est toujours un sous-radical du premier. Trois
cas sont a considérer en fonction de K; et c;.

D) Sic; =0 et «} = x,, alors (11)7°%0 = (l;.)"i"”; et I, =1}, et donc 0,00, =
o;oo,. Alors par lemme 4.30 de factorisation canonique o}, = o}, d’olx
Ko =K, et il ne s’agit pas d’'un recouvrement (les deux radicaux définissent
le méme pas de réduction).

II) Sic; ZOet K; =« alors par absence de recouvrement dans % (deuxiéme
point) nous somme dans 'un des cas suivants :

— Le radical (l;)"i""; est contenu dans un substitut Ax;...x,.t, du codo-
maine de la valuation 0,0 0),. Le substitut Ax;...x,.t, est de la forme
Ax1...xp.(£)% o le substitut partiel Ax;...x,.t, est dans le codomaine de
la valuation partielle o/,. Nous avons deux cas a considérer en fonction
de la position pg du radical (I ;)" i°0; dans to.

— Si pg est une position de ¢/, alors par définition du raffinement ca-
nonique pgo est une position dynamique de #g, c’est-a-dire que pg
correspond a une position gelée de (/ ;)”°°”t’>

— Sinon (I ;)”"(’”; est contenu dans le codomaine de la valuation oy.

— La position p du radical (I ;.)"i"gg est une position gelée de (I ;)‘70"”5.

III) De méme si «; # k;,, indépendamment de c;, avec le premier point de la
définition de ’absence de recouvrement en réduction faible.

De méme encore si x, = k; et ¢; # 0, et finalement R(Z) est sans recouvrement
en réduction faible. Donc R(Z) est orthogonal en réduction faible. O

Cette notion d’orthogonalité en réduction faible est plus faible que la notion
d’orthogonalité de référence (définition 0.77). Cependant, les systémes ortho-
gonaux en réduction faible se comporteront pour ce qui nous intéresse comme
des systémes orthogonaux, et nous verrons au chapitre 9 que le raffinement
canonique d'un systéme orthogonal, qui n’est qu'orthogonal en réduction faible,
peut étre transformé en systéme orthogonal.
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4.3 Définition du partage pleinement paresseux

Nous allons maintenant pouvoir procéder a I'étiquetage des CRS. Précisons
que la discussion précédente sur 'orthogonalité n’était qu'une parenthese : le
raffinement canonique et la construction que nous allons maintenant définir
s’appliquent a tout CRS, méme non-orthogonal.

Une fois acquis le fait que nous nous concentrerons sur la notion de squelette
qui était au ceeur du systeme Py du chapitre 2, il reste a déterminer les autres
caractéristiques du A-calcul étiqueté du chapitre 2 que nous allons conserver.
Rappelons-en deux :

— Au chapitre 2 toute étiquette créée par un pas de réduction est de la forme
[w,a] ou w est I'étiquette racine du f-radical et a est I'étiquette de la
position ancétre.

— Au chapitre 2 la vérification de 'axiome de partage est simplifiée par le
fait que toutes les étiquettes de la zone d’effet d'un pas de réduction sont
différentes les unes des autres.

Combiner ces deux caractéristiques dans le cadre général des CRS est assez
technique. La seconde caractéristique en revanche s’articule trés naturellement
avec le raffinement canonique d'un systéme et sera donc retrouvée ici. Une
méthode alternative reprenant uniquement la premieére caractéristique sera
explorée au chapitre 11.

Lidée directrice de ’étiquetage de cette section est la suivante : considérons
un pas de réduction p dont le radical a pour étiquette racine w, alors toute
position propre p du réduit de p se verra attribuer I’étiquette [w, p]. Nous nous
assurons ainsi que toutes les étiquettes de la zone d’effet de p sont différentes
les unes des autres.

Définition 4.35 (Etiquettes). Lensemble d’étiquettes £ est défini par la gram-
maire suivante :
a == plla,pl p position

Définition 4.36 (Signature étiquetée). Soit & une signature CRS. La signa-
ture étiquetée S est définie par

avec pour toute arité n
< _ a
< = {f*1feS, ac &}

Nous notons () : % — & la fonction d’oubli des étiquettes telle que pour tout
symbole f € & et toute étiquette a € £

r = f

Remarque 4.37. Lutilisation systématique par convention 0.57 d’un symbole ¢
pour marquer les lieurs se révele pratique a ce point, puisqu’il permet par le méme
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procédé de donner des étiquettes non seulement aux symboles de la signature
d’origine, mais également aux lieurs, tout en restant dans le cadre usuel des
CRS. En effet, des symboles * sont automatiquement présents dans la signature
étiquetée <. Pour toute étiquette a, nous noterons (x)%t pour abréger o*([x]¢).

Définition 4.38 (Etiquetage d’un méta-terme). Soit . une signature CRS. La
fonction de désétiquetage (.)* induit un morphisme des méta-termes sur <
vers les méta-termes sur . Un méta-terme t' sur S est un étiquetage d’un
méta-terme t sur & si (#)* = ¢.

A tout méta-terme ¢ sur une signature . peut étre associé un méta-terme
! sur S qualifié d’initial. Le méta-terme t' est obtenu en remplacant tout
symbole f de . & la position p par le symbole f? de <.

Définition 4.39 (Etiquetage initial). Soit . une signature CRS. Pour toute
position p la fonction i,(.) transforme un terme sur ¥ en un terme sur . < par
les regles suivantes :

iplx) = «x
ip(xl) = [xlip@®)
ip(f(tla~~'atn)) fp(ip~1(t1),--~,ip-n(tn))

Soit t un méta-terme sur une signature . L'étiquetage initial de t est le
méta-terme i¢(t), que nous notons encore i(t).

Rappelons que par convention nous avons
1p((x)t) = i p(o([x]8)) = 0P (i p.1([x12)) = 0P ([x]i p.1(£)) = (X)P i p.1(2)

Exemple 4.40.

Z(pr((x) " (Z(x))))
g¢(gl (gt (g™M(Zp))
FE(Z2, h2(f?(Z9,h%'2(Z0,Z3)), Z3))

UZ(pu((x) Z(x))))
1(g(g(g(g(Z0)))))
Uf(Ze,h(f(Z2,/(Z0,Z3)),Z3)))

Llopération de réétiquetage uniforme sur les A-termes étiquetés (défini-
tion 2.18) est immédiatement étendue aux termes CRS sur une signature éti-
quetée.

Définition 4.41 (Réétiquetage uniforme). Pour tout terme t sur une signature
FZ et étiquette w € L, le réétiquetage uniforme w,t] est défini ainsi :

[w,x] = x
[w,[x]t] = [xllw,t]
[w,f¥¢1,...,t0)] = Flef(w,tq],...,[w,t,])

Les étiquettes ne doivent pas interférer avec la réduction, et en particulier
elles ne doivent en aucun cas empécher l'existence d'un pas de réduction étiqueté
la ou existe un pas de réduction non étiqueté. Par conséquence I'étiquetage
d’une regle contient une infinité de regles correspondant a tous les étiquetages
possibles du membre gauche. Nous utiliserons en revanche une seule maniere
d’étiqueter le membre droit, qui sera déduite de son étiquetage initial.
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Définition 4.42 (Régle étiquetée). Soit k : I — r une régle CRS. L'ensemble k<
des étiquetages de la regle «x : 1 — r est I'ensemble de régles étiquetées

k% = {lg—Ttly,iM1, =1}

Si R est un ensemble de régles CRS, alors nous notons Z% lensemble des
étiquetages des regles de Z%.

Exemple 4.43.
Considérons la regle CRS

@(x)f(Z1,8(x)) — f(Z1,8(f(Z1,8(Z))))

Trois de ses étiquetages sont montrés ci-dessous. Remarquons en particulier
que seule létiquette racine du membre gauche d’une reégle apparait dans la
construction des étiquettes de son membre droit, et que tout étiquetage méme
incohérent du membre gauche est accepté.

@((x)fP(Z1,8" () — flocl(Zy,gloA(flo2l)(Z,, glo2121(Z))))
@w(<x>ﬁfﬁ(zl’ga(x))) - f[w,e](Zl’g[w,2](f[w,21](zl,g[w,212](zo))))
@a(<x>yfw(zl,gﬁ(x))) - f[a,e](Zl,g[a,2](f[a,21](zl’g[a,212](Z0))))

Ainsi, de tout CRS (%, %) nous pouvons déduire un CRS (#%,%%) mani-
pulant des termes étiquetés. Nous pouvons de plus vérifier que si le CRS de
départ est le raffinement canonique d'un CRS faible, alors le systéme étiqueté
déduit est un SLS. Pour cela nous aurons également 'utilité du lemme suivant
justifiant 'appellation de la notion de positions statiques.

Lemme 4.44 (Positions statiques). Soit p : t = c[l7] L ¢[r”]1 = ¢ une réduction,
et p' une position statique de t'. Alors p' a un ancétre p dans t, et t|, =t'|,.

Démonstration. La position p’, en tant que position statique, se décompose en
p'=q-py-po, oit p, est une position résultante d’'une position d'une méta-
variable Z dans r, et p, est une position statique de (Z). Par définition d’'une
regle de réduction, la méta-variable Z de r apparait aussi dans /. Soit pz une
position de la méta-variable Z dans [. Alors la position p = q-pz - p, est un
ancétre de la position p’ = q-p’, - po, et finalement

thp =1"pyp, =0 ZNt1,. st p, = 0(D)lp, = 02N, ..., t)p, =771t p, =t |
O

Nous allons maintenant montrer que cet étiquetage décrit SLS pour tout
CRS faible.

Définition 4.45 (Ordre sur les étiquettes). Lensemble £ d’étiquettes de la
définition 4.35 est muni de l'ordre partiel < généré par :

0w =< [w,al
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Instanciation 4.46. Soit un CRS faible (#,%). Considérons (% ,R(R)¥?) éti-
quetage de son raffinement canonique et définissons :

— 9 lensemble des termes syntaxiques sur & U{{x) | xe Z}uU FZ.

— R lensemble des pas de réduction faible par les régles de R(Z)%.
Soit p € R. Notons p : c[l°]— clr?] et définissons :

— dex(p)=1°
— duct(p)=r?
- ctx(p)=c

— effz(p) = ,(r,o0) (ot l'ensemble des positions propres Py(r,o) est donné
par la définition 0.70)
Notons Z =(L[LI1uX,T ,%,dex,duct,ctx,effz).

Lemme 4.47 (ATRS marqué). Le systéeme X est un ATRS marqué.

Démonstration.
Source & Cible Tout terme syntaxique est dans J .

Résidus Soient deux pas de réduction pi,p2 € Z tels que src(py) = src(pz)
et les positions racines root(p;) et root(p2) sont disjointes. Notons p; :
c1ll7'] — c1lr]'] et pg : c2ll5?] — colry?]. Comme root(pi) et root(pz)
sont disjoints, il existe ¢ un contexte binaire tel que src(py) = src(pg) =
clI7,15%1 et tgt(p1) = clr',15°]. Alors p} : tgt(ry) — c[r{’,ry*] est un pas
de réduction de & équivalent a po.

Zone d’effet Soient p € Z et q € pos(duct(p)) \ effz(p). Par définition de effz,
q € P4(r,0). Conclusion par lemme 4.44. O

Lemme 4.48 (SLS). Le triplet (¥,<,Z) est un SLS.

Démonstration.

Etiquette racine Par définition de 9, tous les symboles saufles variables sont
étiquetées, et le symbole de téte d’'un radical ne peut étre une variable.

Progression Soient p € Z et a € £ telles que a apparait dans effz(p). Léti-
quette a est de la forme [7(p), p] donc 1(p) < a.

Héritage Soient pe Z et a,f € £ telles que B apparait dans effz(p), a < f et
a # 1(p). En particulier § est de la forme [7(p), pl, donc a < 7(p) et méme
a < 1(p). De plus 7(p) apparait dans dex(p).

Partage Toutes les étiquettes de la zone d’effet d'un pas de réduction p sont
de la forme [7(p)] et sont différentes par définition de I'étiquetage initial
(). O

4.4 Comparaison avec le 1-calcul étiqueté

Cette section montre comment le partage pleinement paresseux défini dans
ce chapitre pour les CRS généralise le partage pleinement paresseux de Wad-
sworth pour le A-calcul vu au chapitre 2.



4.4. COMPARAISON AVEC LE A-CALCUL ETIQUETE 137

Pour cela, la relation entre le A-calcul étiqueté du chapitre 2 et ’'étiquetage
du présent chapitre appliqué au A-calcul vu comme un CRS est synthétisée en
trois points :

— Ils sont deux étiquetages du méme ATRS sous-jacent.

— Ils sont différents.

— Ils définissent des relations de réduction parallele étiquetée bisimilaires.
La conjonction des premier et troisieme points donne I'équivalence de ces deux
notions de partage et justifie 'attribution du qualificatif « pleinement paresseux »
au partage spécifié par le systéme défini dans le présent chapitre.

Il a déja été mentionné que le A-calcul pouvait étre représenté par un CRS
dont la signature . contient le seul symbole binaire @ en plus du symbole
distingué ¢ associé aux lieurs et dont 'unique regle est

B @xZx),Z) — Z(Z)

En identifiant pour toute variable x les symboles Ax et (x) ce A-calcul encodé
dans les CRS faibles définit le méme ATRS que le A-calcul faible.

Appliquons maintenant I’étiquetage pleinement paresseux des CRS faibles
a cette représentation du A-calcul. La premiere étape consiste a calculer le
raffinement canonique de la regle 8. Ce raffinement R(f) est formé de 'union
pour tout entier % et tout {x}-squelette s avec k trous des regles

@Ux)slZs,...,Z51,2") — s"=2Z8,. .., Z3]

ou les k méta-variables distinctes Z7,...,Z; sont caractéristiques de la paire
(k,s).

Exemple 4.49.
Trois des régles du raffinement canonique de 8 sont :

@((x)Z1,Z") — Z
@(x)x,Z2"y — Z'
Q(x,N@x,@(Zg,y)),Z") — (yy@(Z',@(Zs,y))

O
x

™
1l
_ O

n » ®
Il

(ne(x,@,y))

Nous en déduisons un ensemble de regles étiquetées qui est I'union pour
toutes étiquettes a,w € £, pour tout entier &, pour tout {x}-squelette s, et pour
tout étiquetage s; de s des regles

@ (@) si[Z5,..., 251, Z") — [, i) =225, ., Z3]

Exemple 4.50.
Trois des régles étiquetées du raffinement canonique de 3 sont :
@((x)*Z1,2") — Zy s;=0
@“((x)%, 2"y — Z' s;=x

@°((x) " ()@ (x,@%(Z3,¥)),2") — (pledelwll(z @w1%(Z,,y)) s1= (»P@r(x,@° (O, y))
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Le systeme obtenu est différent de I'étiquetage direct du A-calcul défini
au chapitre 2. En effet, observons dans ces deux cas les nouvelles étiquettes
introduites par un pas de réduction : elles ont toutes la forme [w, @] ol w est
I’étiquette de 'application du radical et ou1 @ et une autre étiquette, mais I'origine
de cet «a differe.

— Au chapitre 2, a est une étiquette extraite du radical.

— Dans le présent chapitre, a est une position propre du réduit.

En revanche les deux systémes d’étiquetage ont deux propriétés communes
importantes :

— Leurs pas de réduction ont les mémes zones d’effet.

— Les étiquettes de la zone d’effet de tout pas de réduction sont toutes

différentes.

Exemple 4.51.
Avec létiquetage du chapitre 2 nous avons le pas de réduction

@“(A%x. APy @ (x,@ (A0 2.2,y),A72.2) — APly @)A1z 2,@1@0 A8z 2, v))
Et le pas de réduction équivalent avec l’étiquetage des CRS est
@°((x)* (y)P@Y (x,@ ((2)°2,9)),(2)"2) — (yd@lel(z)1z,@12)((2) 2, y))

Les deux pas de réduction définissent la méme zone d’effet {¢,1,12}, correspondant
aux squelettes non étiquetés

MO0y | (meden,y)

Dans le premier cas les trois étiquettes différentes [w, B, [w,y] et [w,d8] sont
associées a ces positions. Dans le deuxiéme il s’agit de [w, €], [w,1] et [w,12], qui
de méme sont différentes entre elles.

Ces propriétés communes nous permettent d’exprimer que ces deux étique-
tages d'un méme ATRS définissent le méme partage. Ceci est formalisé au
moyen de la notion de termes miroirs introduite a la section 1.5.

Théoreme 4.52 (Partage équivalent). Soient ¢, un terme étiqueté selon le cha-
pitre 2 et t¢ un terme étiqueté selon le présent chapitre tels que t) = tc. Alors t)
et to induisent la méme relation d’équivalence par étiquettes sur les positions de
t=t) =t}

Démonstration. Par définition de ¢) = ¢, il existe un A-terme non étiqueté ¢
et une séquence de réduction miroir parallele (p;,0¢) de source (i(¢g),i(Zo)) et
de cible (¢3,#¢). Raisonnons par récurrence sur le nombre d’étapes de réduction
parallele étiquetée dans la séquence.

Le cas de base, avec une séquence de longueur 0, est immédiat car alors
ty=1i(tg) = tc.

Supposons donc que la propriété est vérifiée pour les séquences de réduction
miroir parallele de longueur n, et considérons une séquence de réduction miroir
paralléle (02p1,0cpc) de cible (,¢.,), avec (0a,0c) une séquence de réduction
miroir paralléle de longueur n. Notons £, et t¢ les cibles respectives de g, et pc.
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i(to) 0A >/>/t/1 pr >t
BQ o By g
i(to) oc—=>>tC pc—>te

Par hypothese de récurrence les termes ¢) et ¢ induisent la méme relation
d’équivalence par étiquettes sur les positions de ¢ = ¢ = ¢;,. De plus, ¢, et t¢
vérifient tous deux les propriétés S et [ par lemme 1.18 et théoreme 1.19 et ¢,
vérifie la propriété F par lemme 2.24. Notons w; et w¢ les étiquettes respectives
des radicaux réduits en parallele par p) et pc.

Soient p’ et q' deux positions de ¢'. Notons p et q leurs ancétres respectifs
dans ¢. Supposons que 7,(t)) = 74/(t) = a. Nous allons montrer que 7,/(t,) =
74/(t;). Raisonnons par cas sur les positions p’ et ¢'.

— Sini p’ ni ¢/ n’est dans la zone d’effet d’'un des pas de réduction paralléle,

alors 7/(t;) = 1,(tc) = T4(tc) = 14/(ty).

— Si p’ est dans la zone d’effet d'un des pas de réduction paralléles et pas

q', alors a =1,/(t}) =[w,7,(t1)] et @ = T4(t)) = 74(t3), donc wy < 74(2y),
ce qui contredit 1(¢)).

— Si p’ et ¢’ sont tous deux dans la zone d’effet d'un des pas de réduction

parallele, alors a = 7,/(t)) = [wa, Tp(t)] et @ = 74(t) = [w1,74(t2)], avec
en particulier 7,(¢3) = 74(¢)). Notons p’ = p,- p. (resp. ¢' = q,-q.) avec p,
(resp. q,) la position du radical et p, (resp. q.) une position de la zone
d’effet. Alors p =p,-11-p, (resp. ¢ =q,-11-q.) et les positions p et g sont
des positions de deux occurrences d’'un méme squelette. Or le terme ¢,
vérifie la propriété I et 7,(¢1) = 74(¢2), donc p, = g et 7,/(t;) =[wc,pel =
[oc,gel =T4(E).

Nous montrons similairement que 7,/(¢;,) = 74/(¢,) implique 7,/(¢}) = 74/(t}), ce

qui conclut la preuve. O

Ainsi I'étiquetage des CRS proposé dans ce chapitre spécifie une notion de
réduction partagée qui généralise bien le partage pleinement paresseux défini
par Wadsworth pour le A-calcul [Wad71]. Nous pourrons donc légitimement
utiliser les définitions de ce chapitre pour raisonner sur le partage pleinement
paresseux dans le cadre général des CRS.

4.5 Discussion : complexité

Dans l'introduction nous avons cité parmi les critéres de qualité d'un modele
abstrait qu’il devait, sur 'aspect étudié, refléter fidelement le comportement des
systémes concrets modélisés. Ici, le modele abstrait est la réduction partagée
pleinement paresseuse des CRS faibles, le systéme concret est un programme
fonctionnel compilé pour une machine raisonnable non précisée, et 'aspect étudié
est le temps d’exécution. Ainsi nous devons nous assurer que les s€quences de
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réduction paralléles d'un CRS représentant un programme sont en relation avec
le temps d’exécution de ce programme.

Dans cette section nous faisons un premier pas dans cette direction, en
isolant un fragment des CRS faibles pour lequel il existe effectivement un
rapport polynomial entre la longueur des séquences de réduction paralléles et le
nombre de transitions effectuées par une machine de Turing pour exécuter ces
réductions (nombre appelé coiit Turing dans la suite).

Nous allons procéder en deux étapes : la section 4.5.1 introduit d’abord une
mesure de colit polynomialement invariante (c’est-a-dire polynomialement liée
au colt Turing) pour la réduction partagée pleinement paresseuse dans I’en-
semble des CRS. En s’inspirant d’'une mesure définie par Dal Lago et Martini
pour la réduction du A-calcul [LMO6], cette mesure prend en compte la crois-
sance des graphes représentés par les CRS étiquetés. La section 4.5.2 caractérise
ensuite le fragment des CRS plats, dans lesquels nous pourrons montrer que la
croissance des graphes est suffisamment limitée pour que la complexité dériva-
tionnelle (c’est-a-dire la longueur des séquences de réduction) soit elle-méme une
mesure polynomialement invariante. Dans les deux cas la clé est la suivante :
la croissance du graphe lors d’'un pas de réduction de graphes est bornée par le
nombre d’étiquettes créées dans la réduction paralléle étiquetée correspondante.

4.5.1 Une mesure de croissance

Dal Lago et Martini définissent une mesure polynomialement invariante
pour les séquences de B-réduction en enregistrant la croissance des A-termes au
cours de la réduction [LMO06]. Nous adaptons cette idée ici en enregistrant non
la croissance des termes étiquetés, mais la croissance des graphes représentés
par ces termes étiquetés.

Définition 4.53 (Taille graphique d’'un terme étiqueté). Soient . une signature
de CRS et t un terme étiqueté sur . La taille graphique |t|¥ de t est le nombre
d’étiquettes différentes présentes dans t.

Quand la propriété S(z) est vérifiée, |¢| donne la taille du graphe %;.

Définition 4.54 (Mesure de coit). Le coiit c(p) d’une étape de réduction p : 4; =
Gy est défini par c(p) =max(1, 1t'|Y = |t|%). Le cotit c(p1...pn) d’une séquence de
réduction pi...pn est la somme Y ; c(p;) des coilts de ses étapes successives.

En d’autres termes si le nombre d’étiquettes augmente, ce qui correspond a
une croissance du graphe représenté, alors la mesure de cofit enregistre cette
augmentation. Sinon le cotit d'une étape est 1.

Lemme 4.55 (Croissance). Soit p : 9; = 94y une séquence de réduction de graphe.
Alors |t'|% <1t + c(p).

Démonstration. Par induction sur la longueur de la séquence p. O
En combinant les algorithmes de Wadsworth [Wad71] et Kahl [Kah99], nous

savons que le cotit Turing de I'application d’une regle de réduction [ — r dans un
graphe ¢ est polynomiale en la taille de 4.
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Lemme 4.56 (Cott polynomial). Le coiit Turing d’une séquence de réduction
faible p 14, => 4, est polynomial en |t et c(p).

Démonstration. Soit p = pji...p, une séquence de réduction de graphe de source
%,. Par lemme 4.55 la taille |¢;|¥ du graphe obtenu apres I'étape i —1 est
inférieure a |t|¥ + c(p1...p;). La mesure étant croissante, nous avons méme
1819 < 1t]% + c(p), et il existe un polynéme £ tel que pour tout i, le cotit Tu-
ring de p; est borné par 2(|t|¥,c(p)). Le coit total de la séquence est donc
borné par n x 2(|t|%,c(p)). Or, pour toute étape de réduction p nous avons
¢(p) = 1. Donc c(p) = n, et le cotit total de la séquence est finalement borné par
c(p) x 2(|t1?, c(p)). O

Ainsi, nous avons une borne sur le cofit réel de ’évaluation partagée pleine-
ment paresseuse qui est polynomiale d’'une part en la longueur de la séquence de
réduction parallele étiquetée dans les CRS (c’est-a-dire justement I'information
sur laquelle se concentre notre modele) et d’autre part en la taille des graphes re-
présentant les étapes intermédiaires de I’évaluation partagée (c’est-a-dire cette
fois quelque chose que nous ne considérions pas comme un élément important
du modele). La section suivante identifie une classe de CRS dans laquelle ce
deuxiéme parametre peut étre ignoré.

4.5.2 Complexité dérivationnelle

Pour les systemes du premier ordre, il n’est pas nécessaire comme dans la
section précédente de considérer la taille de chaque étape intermédiaire pour
obtenir une mesure du cotit d'une séquence de réduction de graphes. En effet,
Avanzini et Moser ont montré que dans ce cas les tailles des étapes intermé-
diaires sont liées polynomialement & la taille du terme d’origine et a la longueur
de la séquence de réduction, et qu’il suffit donc de compter le nombre d’étapes
de réduction pour avoir une mesure polynomialement invariante [AM10]. Nous
démontrons ici que cette méme complexité dérivationnelle est encore une mesure
polynomialement invariante pour la réduction faible dans une certaine classe de
CRS faibles dans laquelle nous pouvons borner polynomialement la croissance
des graphes.

La croissance de la taille graphique d’un terme étiqueté est liée a la création
de nouvelles étiquettes. Ces créations ont lieu au niveau des positions propres
du membre droit d’'un raffinement canonique d’'une regle CRS. Ledit membre
droit d’'un raffinement canonique d’une régle ! — r est de la forme r? (avec o une
valuation partielle venant du raffinement canonique du méta-terme 7). Nous
avons donc besoin d’estimer le nombre de symboles dans le membre droit r?, et
notre premiére étape est le lemme 4.60 qui borne la taille de r” en fonction des
tailles de r et 0.

Définition 4.57 (Taille d'un terme). La taille d’un méta-terme t, notée |t|, est le
nombre de positions dans t. La taille d’'une valuation o prend un maximum sur
son codomaine : |o| =max{ |u| | AG.u € cod(o) }.
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Exemple 4.58.
Le méta-terme {(x)f(Z(x),a) a pour taille 5, tandis que la valuation { Z —
Ax1.f(x1,%1) } @ pour taille 3.

Lemme 4.59 (Taille d’'une substitution). Soit ¢ un méta-terme et {x := u} une
substitution telle que le méta-terme =% est défini. Alors

=9 = ]+ fou(®)I(ul - 1)
ot |fo,(¢)| désigne le cardinal de I’ensemble de positions fo,(t).

Démonstration. Par induction sur ¢. O

Ce lemme s’étend naturellement & un substitution n-aire.

Lemme 4.60 (Taille d’'une valuation). Soit ¢t un méta-terme et o une valuation
partielle stre pour t. Alors |t°] < (|t| + |o])!.

Démonstration. Par induction sur ¢.

— Cas x. Comme x° = x nous avons |x°| =1, dott |x%| =< 1+ 0] = (lx| + |a|)*!.

— Cas [x]t. Comme ([x]¢)? = [x]t° et pour tout terme u |[x]u| = lu|¥ nous
avons |([x10)?] = |t°] et (] + o)) = ([x]¢] + o). Or par hypothese
d’induction [7] < (|| + 1)), donc |([x1)°| = (I[x]¢] + | )!I*1].

- Cas f(t1,...,t). Nous avons |f(¢1,...,£,)° | = |f(¢],...,t5) =1+ X; [¢7]. Par
hypothese d’induction, nous avons pour tout : It‘ifl < (J¢;]+lo])'t!. Notons & =
Yiltil=1f(t1,...,t,)|—1. Pour tout i nous avons en particulier |¢;| < &, donc
1+Y;1t71 < 1+n(k +|o))*. De méme n <k, done 1+¥; [t7| < 1+ k(& +|o])*.
De plus 1 < |o|(% +|o])?, donc

If(£1,. .., t0)C] 1+k(E + o))k

lo|(k + o) + k(k + o)t
(& +1o))(k + o))

(k + o))+t

(f(t1,...,tn)| + oI Ermstn)]

IN A INIA TN

— Cas Z(t1,...,tn). Notons 0(Z) = Ax1...x,.u. Nous avons (Z(¢1,...,t,))° =
w=t%n =6} Alors par lemme 4.59 de taille d’'une substitution nous
avons

{x1:=¢,....%0 ::tZ}|

lu lul+ X 1fox, I(£7] - 1)

lul =X 1fox, (W)l + X; oy, @)IIE] |

Par hypothese d’induction nous avons pour i [t]] < (I;| + lo])%!. Notons
k=Y ;lti|=1Z(ty,...,t,)| — 1. Pour tout i nous avons en particulier |¢;| <k,
donc It‘ifl <(k +|o)). De plus Y ; [foy, (u)l < |ul, donc |u| -} ; |fo,, (1) =0 et

ﬁ_
=
A
I
~
o
&
=
Ii
~
=9
=
|

(lul = X 1fox, (WD + X; [£oy, (|||

(lul = X; 1o, @+ X; |foy, W)k + o)

(lul=X; 1oy, @Dk +|a))* + X; [for, W)k + o)

lul(k + o) = X; Ifor, (IR + oD +X; [for, (w)(k + |o])F
lul(k + o))"

INCIAIN A



4.5. DISCUSSION : COMPLEXITE 143

Enfin, par définition |u| <|o| <k + 0], donc

lul(k + o)
(& + o))+t
(Z(t1,...,tp)] + a2t

(Z(t1,...,ta))°

INIA A

O

Lexposant dans la borne (|r| +|o|)"" correspond a la possibilité d’avoir dans r
un emboitement des méta-variables. Lexemple 4.61 démontre cette possibilité.

Exemple 4.61.
Considérons cette régle itérant quatre fois une fonction :

q : @(D)Z(x),0) — Z(Z(Z(Z(@)))
Considérons la valuation partielle
0 = {Z— Ax1.@(x1,x1) }
qui nous donne une régle du raffinement canonique de g
@(x)@(x,x),a) — @ @@@a,a),@(a,a)),@@a,a),@a,a))), A@@a,a),@a,q)),@@a,a),@a,a))))

dans laquelle l’explosion de taille liée a l'exposant est visible.

Avec le lemme 4.60 de taille d’'une valuation nous savons donc que la taille
du membre droit 7° d’une régle du raffinement canonique dune régle I — r est
bornée par (|r| + oD, Le parametre |r| est une constante pour toutes les regles
du raffinement canonique de [ — r, et est donc borné dans tout CRS comportant
un nombre fini de regles.

Le parametre |g| en revanche dépend du raffinement de [ — r choisi, et donc
de la source ¢[/?] du pas de réduction concerné. Par définition du raffinement
canonique tout élément du codomaine de o est de la forme Axl...xn.s[Zi, ... ,ZZ]
ou s est inclus dans un squelette de /7. En particulier Is[ZS,...,ZZ]I =|s|+k et
la taille |o| de la valuation partielle est bornée par les tailles des squelettes de
1? augmentées de leurs nombres de trous.

Finalement, nous pourrons borner la croissance des graphes si nous sommes
capables de borner la croissance des squelettes. Cependant, la taille des sque-
lettes apparaissant dans une séquence de réduction d'un CRS faible n’est en gé-
néral pas bornée polynomialement par la longueur de la séquence. Lexemple 4.63
illustre trois mécanismes pouvant faire exploser la taille des squelettes.

Convention 4.62. Nous noterons f*(t1,...,t) Uapplication successive de n oc-
currences de f aux termes t1,...,t; définie par :

fity,....tr) = f(t1,...,ts)
Rty .. t) FOFREL, o b)), 2R, E2))
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Exemple 4.63.
Considérons la régle de composition suivante :

c((0)Z(x)) — (%) Z(Z(x))

et le terme
c™((x) g(x))

Alors nous avons la séquence de réduction de longueur n
(1) gx) — A L((yg2(x) — 2 2((x)gkx) — ... — (x)gZ(x)

au terme de laquelle un squelette (x)g%-(x) de taille supérieure a 2" est formé.
De méme avec la régle :

a((x)Z(x)) — (x)Z(f (x,x))
et la séquence
a™((x)x) — a® () f(x,x) — a®2(X)f(fx,x), f(x,%) — ... — (x)fMx,x)

et la régle

b((x)Z(x)) — (%) f(Z(x),Z(x))

et la séquence

bR((x)x) — BE((x)f(x,x)) — BE=2((x) f(f(x,%), f(x,%) — ... — (x)[x,x)

Nous allons donc pour la suite nous restreindre a un ensemble de CRS dits
plats dans lesquels la stabilité de la taille des squelettes est imposée. Pour
énoncer cette restriction, nous étendons la notion de squelette aux méta-termes
en considérant les méta-variables comme des symboles ordinaires.

Définition 4.64 (CRS plat). Qualifions de plat un CRS dans lequel pour toute
régle x :1 — r, tout squelette de r apparait a identique dans 1.

Exemple 4.65.
La régle de l'exemple 4.63

c({x)Z(x)) — (x)Z(Z(x))

n’est pas plate, car son membre droit contient un squelette {x)Z(Z(x)) qui n’existe
pas dans le membre gauche. De méme pour la regle de composition

c((x) Z(x), (x) Z'(x)) — (x) Z(Z'(x))
En revanche, la régle de l'exemple 4.61

@(x)Z(x),a) — Z(Z(Z(Z(a)))
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est plate malgré son emboitement de méta-variables, de méme que la regle f
habituelle et que les régles de filtrage par des motifs algébriques [KvOdV08].
Enfin, les exemples usuels que sont la régle de point fixe

ux)Z(x)) — Z(u({x)Z(x)))
et la regle d’itération correspondant a la fonction fold
F(x,y)Z(x,y),Z0,Z1:Z2) — F(x,y)Z(x,y),Z(Zo,Z1),Z2)

sont également plates, puisque les squelettes (x)Z(x) et {x,y)Z(x,y) de leurs
membres droits apparaissent bien dans leurs membres gauches.

Nous pouvons maintenant combiner cette restriction de platitude avec le
lemme 4.60 de taille des valuations pour borner la taille graphique de la cible
d’une étape de réduction parallele étiquetée en fonction de sa source.

Définition 4.66 (Taille des squelettes). Notons |t|s le nombre de symboles du
plus grand squelette de t, trous compris. Formellement, soit S l'ensemble des
squelettes des sous-termes de t, nous définissons alors |t|; = maxscs(|s|) (ot les
trous sont comptés).

Lemme 4.67 (Croissance des graphes). Pour tout CRS faible plat X il existe une
constante ky telle que pour tout graphe %y, si 4; = 4y alors 1#1% < 1t19 + (ks +
|t1s)"=.

Démonstration. Notons kx la plus grande taille d'un membre droit de regle de
2. Notons [ — r la regle utilisée par 1’étape de réduction parallele étiquetée
considérée. Les seules nouvelles étiquettes dans la cible sont apportées par r, et
par définition le méme r est utilisé pour tous les pas de réduction effectués en
parallele. Nous avons donc 19 <1819 +|r|.

En outre, par définition de 'étiquetage d'un CRS il existe une regle [y — rg
de X et une valuation partielle gy appartenant au raffinement canonique de
[ telle que [ — r est un étiquetage de la regle lgo — rgo. Nous avons donc
1'% < |t +1r(°l, et par lemme 4.60 |/ < [t| +(|r| + |oo])™!. Or par définition
de k3 nous avons |rg| < k3, et par définition d’'un raffinement canonique |og| <
11915 < Itls. Done |4 < [¢17 + (ks + |t]5)*=. O

Lemme 4.68 (Croissance le long d’'une séquence). Pour tout CRS faible plat X il
existe une constante kyx telle que pour tout graphe %4, et toute séquence de réduction
de graphes o :%9; =» 94y de n étapes nous avons 1#1% <1819 + n(ks + Itls)kz.

Démonstration. Par induction sur n avec le lemme 4.67, et car la taille des
squelette est invariante par définition d'un CRS plat. O

En partant d’un terme étiqueté initial, qui vérifie nécessairement la propriété
de partage et représente donc un graphe, et en remarquant que la taille d'un
squelette est bornée par la taille du terme, nous obtenons le corollaire :
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Corollaire 4.69. Pour tout CRS faible plat X il existe une constante ks telle
que pour tout terme étiqueté initial t et toute séquence de réduction de graphes
0:%; => Yy de n étapes nous avons 1#1% < |t| + n(ks + |£])k=,

Nous en déduisons immédiatement le théoréme.

Théoreme 4.70 (Complexité dérivationnelle). Si ¢ est un terme étiqueté initial,
alors le cotiit Turing d’une séquence de réduction de graphe p:%4; = 4y dans un
CRS faible plat est polynomial en |t| et la longueur de p.

Ainsi, pour les CRS plats notre borne polynomiale sur le cofit réel de ’évalua-
tion faible partagée pleinement paresseuse n’est plus fonction que de la longueur
des séquences de réduction parallele étiquetée et de la taille du terme de départ.
Ceci donne une premiére validation de ’adéquation de notre modele abstrait
(la réduction pleinement paresseuse dans les CRS) avec le réel, qui indique la
portée des investigations a venir dans les prochains chapitres.

Notons toutefois que ce lien est largement perfectible. Un lien polynomial
avec une machine de Turing assure a notre modele abstrait des racines dans
le réel qui restent superficielles, car la machine de Turing est moins proche
d’un ordinateur réel que ne le sont la plupart des machines virtuelle a registres
ou méme a pile, et car un lien polynomial laisse encore beaucoup de place a
I'incertitude.

Bilan du chapitre

Dans ce chapitre nous avons proposé une généralisation de la notion de
partage pleinement paresseux au cadre des CRS. Cette généralisation est dé-
crite par l'intermédiaire d'une méthode d’étiquetage pour un CRS arbitraire
(fiit-il non-orthogonal), et nous avons prouvé que cet étiquetage généralisé
définissait sur le A-calcul la méme réduction partagée que la technique de
Wadsworth [Wad71] (théoreme 4.52 de partage équivalent).

Nous avons profité de la nature extensible du cadre des CRS pour faire
porter les mécanismes des étiquettes non par la méta-théorie, mais par une
transformation de la signature et de 'ensemble de reégle d'un CRS. Ainsi, un CRS
étiqueté n’est qu'un CRS comme les autres. Pour ce faire nous avons introduit
une notion de raffinement d'un CRS et avons isolé en particulier un raffinement
dit canonique qui est la maniére la plus économe de transformer tout CRS en un
autre CRS équivalent dont les régles n’utilisent que des méta-variables d’arité
0 (section 4.2). Nous avons ensuite pu proposer une technique d’étiquetage qui
construit un SLS a partir d'un CRS raffiné.

Enfin, nous avons proposé une mesure de cotit pour la réduction partagée
pleinement paresseuse valable dans ’ensemble des CRS (définition 4.54) et
isolé un fragment des CRS (les CRS plat, définition 4.64) dans lequel le simple
nombre d’étapes de réduction parallele étiquetée a un rapport polynomial avec
le colit d’exécution sur une machine de Turing (théoréme 4.70 de complexité
dérivationnelle).
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Introduction

La présente partie inspecte les relations entre la notion unifiée de partage
pleinement paresseux qui a émergé de la partie précédente et la notion de
réduction faible (dont il convient de rappeler qu’elle est la réduction faible
combinatoire et non la réduction faible naive, par convention 0.53 1).

L'enseignement principal de cette partie est le suivant : le partage pleinement
paresseux partage exactement les pas de réduction qui sont considérés comme
« le méme événement » dans une théorie des résidus a la Lévy appliquée au
cadre de la réduction faible. Cette conclusion est un indice important dans la
caractérisation de la pleine paresse comme la réduction optimale dans un espace
de réduction faible, et une étape clé dans la démonstration de ce fait (qui sera
achevée au chapitre 10).

Le chapitre 5 introduit I'interprétation de la récriture en termes d’événe-
ments et de causalité dans les cas simples du A-calcul et du A-calcul faible et
montre comment en déduire des étiquetages remplissant la double fonction de :

— témoigner de la structure causale du calcul, et

— si possible, fournir un SLS dont la réduction paralléle partage les pas de

réduction causalement équivalents.
Il est remarqué en particulier que I'étiquetage causal obtenu pour le A-calcul
faible est équivalent a I'étiquetage définissant le partage pleinement paresseux.

Le chapitre 6 sort du cas rassurant et orthogonal du A-calcul pour porter
les discussions de causalité dans le systéme plus riche qu’est le Pure Pattern
Calculus, un calcul qui généralise le A-calcul en apportant des mécanismes
de filtrage. Ce cadre permet d’observer comment le défaut d’orthogonalité en
général et le défaut de stabilité en particulier rendent plus complexe la structure
causale d’'un systéme de récriture.

Le chapitre 7 enfin poursuit ’analyse de la causalité dans le cadre général
des CRS, et sépare les propriétés causales vues au chapitre 5 avec le A-calcul
selon qu’elles peuvent étre transmises a tout CRS ou uniquement aux CRS
orthogonaux.

La conclusion de cette longue analyse nous montre que, si le partage plei-
nement paresseux peut aussi bien étre défini dans des cadres orthogonaux et
non-orthogonaux, il ne peut en revanche étre mis en relation avec une notion
d’optimalité que dans le cadre orthogonal. En dehors de ce cadre en effet une
bonne théorie des réductions optimales manque encore.

1. faute de quoi les observations faites dans cette partie concerneraient le partage paresseux
et non le partage pleinement paresseux
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Les systemes de partage étiquetés (SLS) définis a la partie I ont pour voca-
tion principale la représentation de graphes acycliques par des termes étiquetés,
et la représentation de séquences de réduction de graphes par des séquences
de réduction de termes étiquetés. Cependant, certains des systémes étiquetés
apparaissant dans la littérature possédent d’autres caractéristiques en plus de
cette propriété de partage.

Dans le A-calcul faible étiqueté de Blanc, Lévy et Maranget [BLMO7] par
exemple, si un pas de réduction p; crée un pas de réduction pg, alors les éti-
quettes du radical de pg sont liées aux étiquettes du radical de p1, ce qui nous
donne quelques informations sur les relations de dépendance entre les différents
pas de réduction. Le travail de Maranget sur les systémes du premier ordre
orthogonaux [Mar91, Mar92] pousse plus loin les résultats sur les étiquettes,
puisqu’il démontre que son étiquetage permet de définir des réductions optimales
au sens de Lévy.

Dans ce chapitre nous allons disséquer les relations de nécessité entre pas
de réduction dans le A-calcul faible, et poursuivre ’analyse de Blanc, Lévy et
Maranget pour démontrer que leur A-calcul faible étiqueté [BLMO7] reflete
précisément ces relations de nécessité.

La section 5.1 rappelle la classification des créations de radicaux en A-calcul
donnée par Lévy [Lé78], puis la section 5.2 étend cette classification au A-calcul
faible. La section 5.3 construit une légere variante du systéeme de Blanc, Lévy
et Maranget en se basant sur les enseignements de la section 5.2, et enfin la
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section 5.4 démontre les propriétés causales de ces étiquettes. Les section 5.5,
a 5.8 discutent ensuite les différences de forme entre 'étiquetage de ce chapitre
et ceux des chapitres 2 et 3, les possibilités d’anticiper ou retarder la propagation
d’informations causales, des propriétés des étiquettes plus fortes que la causalité,
et les différences entre les preuves de préservation de la propriété de partage
données par cette theése et par Blanc, Lévy et Maranget [BLMO7].

5.1 Causalité dans le 1-calcul

Lévy [Lé78] a caractérisé les réductions optimales du A-calcul au moyen
d’une notion de familles de radicaux formalisant une idée de « radicaux ayant
une identité commune » ou « radicaux représentant le méme événement ». Dans
cette approche, un radical est caractérisé par 'ensemble des causes de son
existence. Ainsi, deux radicaux ri et ro seront considérés de la méme famille
s’ils ont une origine commune et si les mémes événements de réduction passés
ont contribué a faire de ri et ro des radicaux.

La technique a ensuite deux piliers :

1. Identifier les contributions directes a travers '’étude des cas dans lesquels
un pas de réduction peut créer un nouveau radical.

2. Enregistrer et composer les liens de contribution directe afin d’obtenir
I'ensemble des contributions directes ou indirectes a la création de chaque
radical. Des étiquettes seront utilisées pour ceci.

Commengons par I'étude des créations de radicaux dans le A-calcul. La
figure 5.1 montre des exemples de contributions dans ce cadre. Rappelons que
les radicaux du A-calcul sont exactement les sous-termes de la forme (1x.t)u,
indépendamment de leur environnement. Nous voulons donc savoir les maniéres
dont de tels sous-termes peuvent étre formés au sein d’'un A-terme. Lévy a
proposé une classification en trois cas [Lé78] illustrés par les exemples suivants.

Exemple 5.1.
Les trois réductions suivantes montrent les trois maniéres de mettre en contact
une A-abstraction Ax.t et un argument u décrites par Lévy.

Ay Azt — (Axt®=hy
Ay Aix.u — Ax.Du
Ay.ywixt — Ax.Du

Remarquons que le premier cas est celui qui est en ceuvre a la figure 5.1 pour la
création d’un radical y par un radical x et d’un radical w par un radical z. Le
troisieme cas apparait lui pour la création d’un radical z par un radical x.

Pour nos besoins présents, une vue un peu plus grossiére est suffisante,
et nous pouvons ramener la classification de Lévy a deux cas : en A-calcul
un radical est créé au moment ou une abstraction Ax arrive au contact d'une
application. D une part ceci peut venir d’une réduction du sous-terme a gauche
de l'application du radical créé, qui amene l'abstraction “par en-dessous” (1).
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Dans les termes de 'espace de réduction suivant les A-abstractions définissant
des radicaux sont soulignées.

(Ay.yw

~ - ™~ Y
~
(Axy.xyy)Azw.w))v Ay.(Aw.w)y)v P v
~ X V4 -~ ™~ y w
~ ~ ~ —
Ay.(Azw.w)yy Aw.w)v
~, .
~ ~
Azw.w)vv

Dans cet espace de réduction, chaque A-asbtraction correspond a une famille
de radicaux. Les dépendances causales entre ces quatre familles sont résumées
dans le graphe de dépendance suivant, ot la fleche — dénote une contribution

entre deux familles.
x\J
y

Remarquons que la famille x crée la famille z qui crée la famille w, d’ol1 une
dépendance indirecte entre x et w.

w

FIGURE 5.1: Contributions directes et indirectes
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Ce cas couvre les deux premiers cas de Lévy. D’autre part, 'abstraction peut
étre apportée par une substitution extérieure, en remplacement d'une certaine
occurrence de variable (2). Ceci est exactement le troisiéme cas de Lévy.

e
A

Exemple 5.2.
Le cas de création (1) couvre les deux premiers cas de Lévy :

Ay Azt — (Ax.t* =y
Ay Aix.u — (Ax.Du

tandis que le cas (2) est le troisieme cas de Lévy :

Wy.ywixt — (Ax.tu

Un étiquetage du A-calcul peut étre construit en inversant la précédente
description. Nous passons d’'une approche tournée vers le passé ou la question
est d’ou ce radical vient-il ? & une approche tournée vers le futur ot la question
devient quelles peuvent étre les conséquences de ce pas de réduction ? Si chaque
radical réduit laisse son empreinte a tout endroit ou il peut contribuer a quelque
chose (et &4 aucun autre endroit!), alors 'origine d’'un radical peut étre reconsti-
tuée par une collecte des informations qui ont été laissées a cette place par les
pas de réduction passés.

Pour réaliser ceci, Lévy a ajouté des étiquettes a la syntaxe du A-calcul, de
maniére que chaque étiquette enregistre les informations localement pertinentes
a propos des réduction passées, et que les réductions agissent sur ces étiquettes
pour maintenir les informations a jour.

Une différence par rapport aux étiquetages des chapitres 2 a 4 est qu'un
nom (« degré » dans la version originale) est attribué a chaque pas de réduction.
Ce nom est déduit des étiquettes du radical et sert a marquer les potentielles
contributions futures.

La réduction d’'un radical r de nom Q étend les étiquettes du réduit de
deux manieres qui correspondent aux deux cas de création. D’abord r peut
contribuer a quelque chose a sa racine, par le cas (1). Une étiquette [Q2] est
donc incorporée a ’étiquette de la racine du réduit. De plus, r peut contribuer
a quelque chose par le cas (2) aux positions des variables substituées. Une
étiquette [(2] est incorporée aux étiquettes des termes substitués pour rendre
compte de ce phénomene. Le schéma informel suivant visualise cette discipline,
et sera a comparer avec celui de la section suivante figurant la causalité en
réduction faible.



5.2. CAUSALITE EN REDUCTION FAIBLE 153

/@2 T
Q

12 1€2]

Dans un souci d’homogénéité avec la suite, les notations [Q] et |Q2] rem-
placent respectivement dans cette explication les § et § utilisés originellement
par Lévy.

5.2 Causalité en réduction faible

La restriction du A-calcul a la réduction faible modifie sa structure causale.
Notamment, un nouveau cas de création de radical intervient dans le calcul
faible. Apres analyse de cette différence, nous présentons une version a peine
modifiée du A-calcul faible étiqueté de Blanc, Lévy et Maranget [BLMO7].

Supposons en effet qu'un certain sous-terme r a déja la forme d’'un radical
(c’est donc un pré-radical), mais n’en est pas un dans le formalisme faible pour
la seule raison qu’il contient une occurrence de variable liée a 'extérieur. Le
pré-radical r peut alors devenir un radical au moment o1 cette occurrence est
substituée. Aprés une premiére présentation informelle de ce nouveau phéno-
mene le lemme 5.4 donnera un énoncé complet des possibilités de création de
pB-radicaux faibles.

Le nouveau cas est capturé par une généralisation du cas (2) que nous
noterons (2*). Le cas (2) était celui d'une variable a gauche d’une application
substituée par une A-abstraction. Le cas (2*) est quant a lui celui d’'une ap-
plication affectée par une substitution quelconque, le seul critere étant que la
substitution modifie effectivement le sous-terme (en d’autres termes, le sous-
terme considéré doit contenir au moins une occurrence libre de la variable
substituée).

Exemple 5.3.

Cas de la réduction faible : a la source du pas de réduction suivante, un pré-
radical (Ax.yx)u n’est pas un radical dans le formalisme faible pour la seule
raison de la présence d’une occurrence libre de la variable y liée au-dessus.
Cependant, apres le pas de réduction cette restriction disparait et le pré-radical
devient un radical.

Ay (Ax.yx)u)t — (Ax.tx)u
Ceci généralise (2) et contient encore le troisieme cas de Lévy :

Ay.yu)xt — (Ax.bDu
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Le lemme suivant donne un énoncé précis de cette classification des créations,
qui nous permettra de dériver formellement certaines propriétés causales du
A-calcul faible étiqueté présenté a la section suivante.

Lemme 5.4 (Création de radicaux). Soit un pas de réduction p :t =c[r]l— cl[r'l=
t' avec r = (Ax.u)v et un radical r. = (Ay.uc)v. de t' créé par p. Notons t' = c.[r.l.
Alors l'une des propositions suivantes est vérifiée.

(1) ¢=c[Ov.]et u¥*=% = Ay.u..

(2*) La position de r. descend d’une position de la {x}-épine de u.

Pour la preuve, commencons par isoler le cas de la création d’'un radical a la
racine du terme.

Lemme 5.5. Sous les hypothéses du lemme 5.4, si de plus c. =0 et ¢ # 0 alors
la proposition (1) est vérifiée.

Démonstration. Remarquons d’abord que ¢, = O implique r, = ¢’ = c[u!¥=V].
Raisonnons par cas sur ¢ # 0 :
— Cas ¢ =Az.c'. Alors il existe u’ tel que t' = 1z.u'. Ceci n’est pas notre cas
car Az.u' n’est pas un pré-radical.
— Cas ¢ =(Ay.uc)c’. Alors Pancétre ¢ de r. est un radical. Ceci n’est pas notre
cas.
— Cas ¢ =c'v.. Raisonnons par cas sur c’.
— Cas ¢' =0, cest-a-dire ¢ = Ov,. Alors u¥=" = 1y.u, et la proposition
(1) est vérifiée.
— Cas ¢’ =t1¢" ou ¢’ = ¢"'tg, cest-a-dire ¢ = t1¢"v. ou ¢ = ¢""tyv.. Alors il
existe une paire ¢/,; telle que ¢’ =t t5v.. Ceci n’est pas notre cas.
— Cas ¢’ = Ay.c”, cest-a-dire ¢ = (Ay.c”)v.. Alors I'ancétre ¢ de r. est déja
un radical. Ceci n’est pas le cas. O

Démonstration du lemme 5.4. Raisonnons par cas sur les positions relatives de
r'etr,.

— Sir'etr. sont disjoints, alors le radical r. existe déja dans ¢. Ceci n’est
pas notre cas.

— Si r’ est un sous-terme de r, alors il existe ¢’ tel que r, =c'[r'l et ' =
cclc'[r']]. Comme r. est créé par p, son ancétre ¢’[r] dans n’est pas un
radical dans ¢ = c.[c'[r]]. Supposons que c'[r] soit un pré-radical gelé.
Alors il existe dans c¢’[r] une occurrence d’une variable x liée par un lieur
de c.. Raisonnons par cas sur la position de cette variable.

— Si x apparait dans r, alors le pré-radical r est lui-méme gelé, ce qui n’est
pas notre cas.

— Si x apparait dans ¢’, alors le pré-radical c¢'[r'] contient toujours x et est
donc toujours gelé, ce qui n’est pas notre cas.

Donc c'[r] n’est pas un pré-radical gelé, et nous pouvons appliquer le

lemme 5.5 au pas de réduction ¢'[r] — ¢'[r'].

— Sir. est un sous-terme de r’ = ™=} alors trois cas sont & considérer.
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— Si r. est dans une occurrence substituée de v, alors son ancétre est déja
un radical. Ceci n’est pas notre cas.

— Si la position de r. est dans la {x}-épine de u, alors la proposition (2%)
est vérifiée.

— Si la position de r. est dans u mais n’est pas dans la {x}-épine de u,
alors I'ancétre de r. lui est égal et est déja un radical. Ceci n’est pas
notre cas. O

La réduction d’'un radical r de nom Q tranforme les étiquettes du réduit.
Comme précédemment, r peut contribuer a quelque chose a sa racine, par le cas
(1). Une étiquette [QQ] dénotant I'épicentre de Q est ajoutée a la racine du réduit
pour témoigner de ceci. De plus, r peut contribuer a quelque chose par le cas (2%),
a n'importe quelle position le long du chemin de propagation de la substitution,
qui correspond a une épine dans le vocabulaire des chapitres précédents. Cet
autre type de contribution sera marqué dans les étiquettes par la construction
[Q, @] que nous avons déja vue, qui dénote rappelons-le une copie de a déclenchée
par Q. Le schéma suivant résume ceci :

Remarquons au passage que les étiquettes (2] évoquées a la section 5.1 pour
tenir compte du cas de création (2) n’apparaissent plus ici. Elles sont en effet
couvertes par les étiquettes [, a] liées au cas (27) qui généralise le cas (2).

5.3 Lambda-calcul faible étiqueté

Nous allons maintenant formaliser le A-calcul faible étiqueté décrit ci-dessus,
ainsi que les propriétés causales de ses étiquettes. Nous verrons aussi que ledit
calcul étiqueté est un SLS.

5.3.1 Définition

La premiere différence entre le A-calcul étiqueté présenté dans cette sec-
tion et ceux des chapitres 2 et 3 est la position des étiquettes. Alors que les
étiquettes étaient dans les chapitres précédents portées par les symboles de la
syntaxe d’origine, elles seront ici des symboles a part entiere et a ce titre auront
notamment leurs propres positions.

Dans la grammaire ci-dessous, la catégorie des termes étiquetés dénote de
maniere générale les A-termes augmentés des étiquettes évoquées a la section
précédente. Deux catégories syntaxiques a part, les termes étiquetés complets
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ou incomplets, caractérisent respectivement les termes étiquetés qui ont ou n’ont
pas une étiquette a leur racine.

Définition 5.6 (Etiquettes et termes étiquetés). Les étiquettes et les termes
étiquetés sont définis par la grammaire suivante.

a,B,...,0 == p|[Q][Qa] E'tiquettes
A, Q == aias... a, Séquences d’étiquettes
XY, Z = T|N Termes étiquetés
N == TT| Ax.T Termes étiquetés incomplets
T = x|a:X Termes étiquetés complets

olL n est un entier strictement positif, x,y,z € & sont des variables, et p est une
position, qui comme dans les chapitres précédents sert d’étiquette initiale. Comme
précédemment, un terme initial est un terme dont les étiquettes sont toutes
initiales et différentes. Pour toute séquence d’étiquettes I' =y1...y, et tout terme
X, nous abrégerons y1:... 1y, : X en I'-X. Nous notons encore £ ce nouvel
ensemble d’étiquettes.

Dans cette grammaire les variables sont considérées comme des termes
étiquetés complets, et ne sont donc pas forcées de porter une étiquette. Nous
retrouvons donc sur ce point les choix qui ont été faits aux chapitres précédents.
Notons cependant que les variables peuvent étre précédées d’étiquettes car
tous les termes étiquetés, complets ou non, le peuvent. La section 5.7 discutera
quelques choix possibles sur ce point.

La lettre grecque Q indique une séquence d’étiquettes jouant le role de nom
d’un radical. Les étiquettes peuvent ici étre vues comme des membres a part
entiere de la signature du systeme, et la notion de position sur des termes
syntaxiques les prend donc en compte.

Exemple 5.7.
Considérons l’étiquetage suivant d’un terme Ay.ty :

[(al:[Ca,Bl: Ay.[la,y]:@[{a,n]:T,x:y)
ot T est un étiquetage quelconque du terme t. Lensemble de ses positions est
{€,1,11,111,1111,1112,11121}u 11111 - pos(T)

Par exemple, le symbole a la position 1 est [(a, B] et celui a la position 11 est Ay.
Le sous-terme & la position 1112 est « : y.

Les notions de variables libres ou liées, de substitution, d’épine, et de réduc-
tion faible sont héritées du A-calcul.

La relation de contribution directe —% est une relation sur les séquences
d’étiquettes. Elle sera utile dans le développement a venir notamment quand
elle concernera des séquences d’étiquettes qui sont des noms de radicaux. La
notion apparait d’abord dans la thése de Luc Maranget [Mar92] dans le cadre
de systemes de récriture de termes du premier ordre, et adaptée a notre cadre
de la fagon suivante.
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Définition 5.8 (Contribution). Une séquence d’étiquettes () contribue directe-
ment & une séquence d’étiquettes T, noté Q —9 T, si et seulement s’il existe deux
séquences d’étiquettes éventuellement vides T’y et 'y telles que I =T1[Q]T'2 ou
I'=T'1[Q, all's. Nous notons — et appelons relation de contribution la clbéture

transitive de —°.

Exemple 5.9.
Voici deux exemples de contribution directe :

Q <% q[Q]
alQl <2 [afQ1,Bly

dont nous pouvons déduire la contribution indirecte

Q = [afQ],Bly

Dans le A-calcul étiqueté de Blanc, Lévy et Maranget [BLMO07], le nom d’un
pas de réduction est propagé le long de 1’épine de la A-abstraction principale
de son radical, ainsi qu’il était fait avec le B-systéme parcimonieux &gy au
chapitre 3.

Comme ici les étiquettes augmentent la structure des termes, précisons la
définition des épines et des squelettes sur les termes du A-calcul faible étiqueté :

Définition 5.10 (Epines étiquetées). La x-épine d’'un A-terme étiqueté X, notée
(X)*, est le préfixe de X défini ainsi :

XH* = 0O x ¢ fv(X)
Sinon :
(@: X)* = a:(X)*

(0* = x
Ay TY* = Ay.(T)) y#x
(T1Te)* = (T1)*(T9)*

Lépine d’une A-abstraction Ax.T est le préfixe Ax.({T)").

Définition 5.11 (Squelettes étiquetés). Le O-squelette d’'un A-terme étiqueté X,
noté (X ))6, est le préfixe de X défini ainsi :

«x»? = O Ontv(X)=0
Sinon :
<<a:X>>Z = a:¢Xx)?

(xpn” = x xeo
Ax.TH? = Ax.((THOVeh
(T1To)? = (T1)0«Ta)?

Le squelette d’'une A-abstraction Ax.T est le préfixe Ax.((T))™.
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De méme, le réétiquetage uniforme [, X] d’'un contexte d’arité arbitraire X
se transpose au cadre du A-calcul faible étiqueté de ce chapitre :

[Qa:X] = [Q,a]:[Q,X]
[0 = O
[Q,x] = x
[Q,Ax.T] = Ax.[Q,T]
[Q,T1T2] = [Q,T11Q,T:]

Définition 5.12 (Regles de réduction étiquetées). Un pré-radical étiqueté est
un terme étiqueté complet de la forme

R = a:(T 2x.THU)

Un pré-radical étiqueté R dans un terme X est un radical étiqueté quand sa
position n’est pas gelée. Dans ce cas nous attribuons le nom Q = al a tout pas de
réduction dont le radical est R. Notons T =S[T4,...,T,] avec S = (T)*.

a:((C-Ax.S[T4,....,T,DU) — [Q1:[Q,S1*=UTy,...,T,]

Exemple 5.13.
Le terme suivant est un radical étiqueté

(:@a: Ax.p: Ay.y:@(n:x,x:y),T)
de nom (a qui se réduit en
[(al:[{a,Bl: Ay.[la,y]:@U{a,n]:T,x :y)

Notons que lattribution d’étiquettes aux variables n’a rien d’impératif, et a pour
seul but dans cet exemple de souligner le fait que la modification des étiquettes se
fait le long d’une épine.

5.3.2 Propriété de partage

Blanc, Lévy et Maranget ont prouvé que le A-calcul faible étiqueté précédent
peut étre doté d’'une notion de réduction paralléle qui préserve une propriété de
partage [BLMO7]. Nous vérifions ici que ce résultat peut étre obtenu a nouveau
par vérification des axiomes des SLS. Cette vérification reprend essentiellement
celle faite au chapitre 3 pour les f-systémes parcimonieux.

Pour cela nous commencons par adapter 'ordre sur les étiquettes proposé a
la définition 2.15 a la présence de séquences d’étiquettes.

Définition 5.14 (Ordre sur les étiquettes). Lensemble £ des étiquettes du A-
calcul faible étiqueté est muni de Uordre partiel < généré par :

[w1...wy,]
[wi...0,,a]

w1

<
w1 =
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Cet ordre ne prend en compte que la premiere étiquette d'une séquence.
Remarquons que si la séquence d’étiquettes est le nom d’un pas de réduction,
alors cette premiere étiquette qui seule compte est 'étiquette que porte la racine
du radical du pas de réduction, c’est-a-dire ’étiquette sur laquelle porte 'axiome
Progression.

Comme au chapitre 2, le respect local de la convention de Barendregt (c’est-
a-dire le respect de la convention de Barendregt a 'intérieur de chaque squelette
uniquement, définition 2.12) est préservé par la réduction faible dans ce A-calcul
étiqueté :

Lemme 5.15 (Convention de Barendregt locale). Soit X — X' une étape de
p-réduction faible étiquetée. Si B;(X) alors B;(X').

Dans la définition des SLS au chapitre 1 nous utilisons une signature étique-
tée dont les symboles sont formés par conjonction d'un symbole non-étiqueté et
d’une étiquette. Pour faire entrer dans ce cadre les étiquettes de ce chapitre qui
sont considérées comme des symboles a part entiere nous utilisons la convention
suivante.

Convention 5.16. Nous utilisons donc un symbole factice | d’arité 1 et considé-
rons dans cette section l’expression « : X comme une notation pour l’expression
a

19(X).

Instanciation 5.17. Considérons le triplet (&#,9 ,Z) formé de :
— la signature ¥ = X U{1% | @ € LIU{Ax | x € Z}u{@}, ou les étiquettes comme
les A-abstractions sont considérées comme des symboles d’arité 1.
— lensemble I des termes étiquetés respectant localement la convention de
Barendregt.
— lensemble % des pas de réduction faible étiquetée dont la source respecte
localement la convention de Barendregt.
Pour tout pas de réduction p € #, notons

p:cla:((T-Ax.S[T1,...,To DU — cl[al1:[al,S1%=V Ty, ..., T, 11

et définissons de méme que précédemment :
— dex(p)=a:((T'-Ax.S[T4,...,T,DU)
— duct(p) = [al : [aT,S1* =Ty, ..., T,]
- ctx(p)=c
— effz(p)={e}Ul-(pos(S)\ fo,(S))

Lemme 5.18. Le systeme X =(%,9 ,2%,dex,duct,ctx,effz) est un ATRS mar-
qué.
Démonstration.

Source & Cible Par lemme 5.15.

Résidus Lancétre d’une position gelée est lui-méme gelé, donc tout descendant
d’un radical (non gelé) est toujours un radical.
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Zone d’effet Soit un pas de réduction
p :cla:(T-Ax.S[Tq,...., T, DU)] — cl[all:[al,S1*=UVTy, ... T,

Par définition de effz(p), toute position hors de la zone d’effet désigne soit
un sous-terme d'un 7T'; soit un sous-terme de U. O

Lemme 5.19. Le triplet (¥,<,X) est un SLS.

Démonstration.
Etiquette racine La racine de tout radical est une étiquette.

Progression Toute étiquette de la zone d’effet est de la forme [QQ] ou [QQ, @] o1
Q est le nom du radical. Par définition, ) est une séquence d’étiquettes
commencant par 7(p). Donc 7(p) < [Q] et 7(p) <[Q, al.

Héritage Soient un pas de réduction p € Z et deux étiquettes a, f € £ tels que
B est une étiquette de la zone d’effet de p, a # 7(p), et a < B. En particulier
B est de la forme [w;...w,] ou [w;...w,,Y] avec w1 = 1(p). Donc a < w; et
méme a < wq.

Partage Soit un pas de réduction
p :cla:((T-Ax.SITy,...,T,DU)] — cllall:[al,S1*=UTy, ..., T,]I

Supposons S(a : ((I'- Ax.S[T4,...,T,DU)). En omettant sa racine qui est
une étiquette [Q], la zone d’effet de la réduction a la forme [Q2,S] ou1 S est
la x-épine de S[T,...,T,] et en particulier S est inclus dans un squelette
de la source.

Soient deux positions p,q € effz(p) \ {¢}. En particulier p,q € pos(S),
1,([Q,S] = [Q,7,(S)], et 74([Q2,S]) = [Q,74(S)]. Supposons 7,([2,S]) =
74([Q,S]). Alors 7,(S) = 74(S). Or S(a : (T'- Ax.S[T4,...,T,DU)) par hypo-
thése, donc S|, = S|, et [Q,S]], =[,S]l4. Par définition d’'une épine, le
préfixe Ax.S est inclus dans le squelette de Ax.T'. Par convention de Baren-
dregt locale appliquée a ce dernier, les occurrences de x dans S sont soit
toutes libres dans S, c’est-a-dire toutes liées par la racine Ax, soit toutes
liées par des A-abstractions de S. Donc [, S]], et [€2,S]|, sont affectées
de la méme facon par la substitution de x dans [Q2,S], et finalement

[Q,81%=UTy,..., T, = [Q,81%=VTy,..., T,

5.4 Correction et complétude causales

La présente section démontre que les étiquettes du A-calcul faible étiqueté
défini a la section 5.3.1 refletent fidelement la causalité dans ce systéme, au
moyen des théoremes 5.27 et 5.29 dits de correction causale et de complétude
causale. Ces deux théoremes assemblés assurent que ’ensemble A4 des noms
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qui contribuent a un nom donné Q est exactement 'ensemble des noms des pas
de réduction qu’il est nécessaire d’effectuer pour créer un pas de réduction de
nom ( a partir d’'un terme initial.

Pour énoncer ces résultats formellement nous avons besoin de redéfinir
formellement la notion de nécessité dans ce contexte. Ces définitions s’inspirent
des définitions abstraites posées par Glauert et Khasidashvili [GK96] pour
axiomatiser la nécessité d'un radical vis-a-vis d'un ensemble de termes et la
contribution d’'une famille de radicaux a une autre.

Définition 5.20 (Ensemble de pas de réduction nécessaire). Soit I un ensemble
de A-termes étiquetés. Un ensemble X de pas de réduction est nécessaire pour
T si toute séquence de réduction g telle que src(p) est un A-terme étiqueté initial
et tgt(p) € I contient un pas de réduction de X&.

Définition 5.21 (Antécédent nécessaire). Soient Q1 et Qg deux noms de pas de
réduction. Notons %1 l'ensemble des pas de réduction dont le nom est Q1 et Ty
l’ensemble des sources des pas de réduction dont le nom est Q9. Le nom Q1 est
une antécédent nécessaire du nom Qg, noté Q1 —" Qo, si 'ensemble de pas de
réduction X1 est nécessaire pour l’ensemble de termes Js.

Nous avons donc une notion de nécessité —™ qui nous donne la relation de
dépendance entre les ensembles de pas de réduction portant des noms donnés,
a mettre en face d’'une notion de contribution — qui indique simplement un
lien entre des séquences d’étiquettes. La correction et la complétude causales de
notre systéme étiqueté sont I'égalité des relations —" et —. Ces propriétés nous
assurent que la relation — permet de lire dans les étiquettes les vraies relations
de dépendance que décrit —".

Pour obtenir ce résultat nous utilisons des résultats intermédiaires sur le
A-calcul faible étiqueté et les noms de radicaux, dont les preuves peuvent étre
directement adaptées de celles données dans 'article d’origine [BLMO7]. Des
preuves de résultats équivalents seront données au chapitre 7 dans le cadre des
CRS orthogonaux.

Lemme 5.22 (Contribution directe). Pour tout pas de réduction p :t — t' de nom
Q, si p¢ est un pas de réduction de source t' et de nom Q. qui est créé par p, alors
Q=4Q,.

Lemme 5.23 (Stabilité des pas de réduction). Pour tout pas de réduction p:t —
t', si pg est un pas de réduction de source t et de nom <, alors tout descendant de
root(p,) est la position racine d’'un pas de réduction de méme nom Q.

Lemme 5.24 (Développements finis). Soient ¢t un A-terme étiqueté et % un
ensemble de pas de réduction de source t. Alors les trois propriétés suivantes sont
vérifiées :
— Tous les développements de X% sont finis.
— Tous les développements complets de % ont méme cible.
— Tous les développements complets de X% définissent les mémes relations de
descendance et de résiduation.
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La correction causale, c’est-a-dire I'inclusion de la relation sur les séquences
d’étiquettes — dans la relation de dépendance —" (théoréme 5.27), est obte-
nue en suivant les origines des étiquettes et en vérifiant que ces dernieres
n’enregistrent pas de « fausses » contributions.

Lemme 5.25 (Origine des étiquettes). Soit p une séquence de réduction dont la
source est un A-terme étiqueté initial. Si une étiquette de la forme [Q] ou [Q, a]
apparait dans la cible de p, alors la séquence g contient un pas de réduction de
nom .

Démonstration. Par récurrence sur la longueur de g, en remarquant qu’a chaque
pas une étiquette de la forme [Q] ou [(2, a] soit est créée par un pas de réduction
Q soit descend d’une étiquette identique. O

Lemme 5.26 (Nécessité directe). Soit p une séquence de réduction dont la source
est un A-terme étiqueté initial. Notons p un pas de réduction de source t = tgt(p),
et Q le nom de p. Si Q' est un nom de pas de réduction tel que Q' —¢ Q, alors o
contient un pas de réduction de nom ).

Démonstration. Notons Q = wj...w,. Par définition de —¢ il existe un i tel que
w; = [Q] ou w; = [, al. Donc par définition du nom d’'un pas de réduction il
existe une position p € pos(t) telle que 7,() = [Q'] ou 7,(¢) = [Q, al. Alors par
lemme 5.25 la séquence p contient un pas de réduction de nom Q' O

Théoreme 5.27 (Correction causale). Soient deux noms de pas de réduction 1
et Qg tels que Q1 — Qq. Alors Q1 —" Qo.

Démonstration. Par récurrence sur la longueur d’'une plus courte séquence
Ql‘—>d... ‘—>sz.

- Si Q1 —% Qy, alors par lemme 5.26 toute séquence de réduction allant
d’'un terme initial & un terme source d’'un pas de réduction de nom Qg
contient un pas de réduction de nom Q1, c’est-a-dire Q1 —" Qo.

— Si Q1 =% Qg — Qy et Qg —" Qo, alors de méme Q; —" Q3 et par transiti-
vité Q1 —" Qo. O

La complétude causale, c’est-a-dire I'inclusion de la relation de dépendance
—" dans la relation sur les séquences d’étiquettes — (théoreme 5.29), est
obtenue en démontrant que des étapes de réduction dont les noms ne sont pas
comparables par — peuvent étre permutées.

Lemme 5.28 (Permutation). Si to =q, t1 =q t2 et Qo /> Q, alors l'un de ces
deux cas est vérifié :

— to=>q ta.

— Il existe t'| tel que to =q t| =q, to.

Démonstration. Comme Qg ¥~ Q, par contraposition du lemme 5.22 les pas de
réduction de source #1 et de nom  ont des ancétres de source ty. En particulier
to =q, t1 =q t2 est un développement complet de 'ensemble des pas de réduc-
tion de source #1 et de nom Qg ou Q et par lemme 5.24 sa cible ¢ est également
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la cible de tout autre développement complet, par exemple le développement
consistant d’abord en la réduction paralléle du nom ( suivie de celle du nom Qg
si ce dernier apparait encore. O

Théoreme 5.29 (Complétude causale). Soient deux noms de pas de réduction
Qg et Q tels que Qg —™ Q. Alors Qo — Q.

Démonstration. Considérons un nom de pas de réduction Q, et Z I'ensemble
des séquences de réductions paralleles étiquetées de longueur minimale ayant
pour source un terme initial et terminant par une étape Q. Il existe donc un n
tel que toute séquence p € Z a la forme

=>Q£17 e :>Q§’L:>Q

Notons Z2* 'ensemble des séquences p € Z pour lesquelles il existe au moins un
iefl,...,n} tel que Qf > Q.

Supposons que I'ensemble %* est non vide. Notons i le plus grand entier tel
qu’il existe une séquence p € Z* telle que Qf ¥ (). Notons p une séquence de
R* telle que Qig # Q. La séquence p est de la forme

BVt I o 4l ")
12 i+1 n

(ou I'étape =e peut étre confondue avec I'étape = e ou I'étape =q).
i+1 n

Par définition de g, nous avons Qfﬂ — Q. Comme Qf 4 Q et par transiti-
vité de — nous en déduisons Qf o Qfﬂ. Alors par lemme 5.28 nous pouvons
construire I'une des deux séquences suivantes :

— Une séquence . .. :'Qf_l :'Qf+1 ... =>q strictement plus courte que P, contre-
disant la minimalité de sa longueur parmi les séquences de réductions
paralleles étiquetées s’achevant par =q.

— Une séquence ... =qe ¢ =0 avec QLQ 4 ), de méme longueur que
0 mais contredisant la maximalité de i.

Ainsi, lensemble £* est nécessairement vide, et tout nom Qg apparaissant dans
une séquence de Z vérifie Qg — Q.

Finalement, soit 29 un nom tel que Q¢ —" Q. Par définition 5.21, toute
séquence de réduction p dont la source est initiale et dont la cible tgt(p) est
source d’'un pas de réduction p de nom Q contient un pas de nom Qg. Cest
le cas en particulier de toute séquence développant une séquence de %2. Donc
Qo — Q. O

5.5 Discussion : variantes de forme
Le A-calcul étiqueté défini dans ce chapitre présente un certain nombre de

différences de forme avec les systemes étiquetés des chapitres précédents, pour
décrire finalement une structure tres similaire.
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5.5.1 Contribution et ordre SLS

Un ordre de contribution — sur les séquences d’étiquettes a été introduit
pour exprimer les propriétés causales de cet étiquetage. Cet ordre présente
quelques ressemblances avec I'ordre < sur les étiquettes utilisé pour la définition
d’'un SLS. Notamment, le lemme 6.59 de causalité directe, qui assure que le nom
d’un créateur contribue au nom de sa création, rappelle ’'axiome Progression
qui demande que 'étiquette racine du radical d’'un pas de réduction p soit plus
petite que les étiquettes de la zone d’effet de p.

Pour faire apparaitre un autre point de ressemblance, regardons ces deux
relations dans le cas ou les séquences d’étiquettes concernées sont toutes de
longueur 1 :

— Les criteres Q =% T'1[Q]Ty et Q —% I'1[Q, @]y deviennent respectivement

w =% [w] et w = [w,a] (ot w désigne la séquence Q en soulignant qu’elle
est réduite a une seule étiquette).

— Les critéres w1 < [w1...w,] et w1 < [w1...w,,al] deviennent respective-

ment w1 < [w1] et w1 <[w1,al.
Nous obtenons deux relations identiques.

Une différence entre les deux peut en revanche étre observée au niveau des
séquences d’étiquettes :

— — peut regarder n’importe quelle étiquette d'une séquence, et nous avons

par exemple a la fois 21 <4 [0111Qs] et Qg —% [Q1]11Qs].

— < se limite toujours a la premiere étiquette d'une séquence, et nous avons

par exemple w1 < [wiw2] mais pas we < [wiw2].

Une fois cette observation faite, il devient tentant d’autoriser la comparaison
w9 < [wiws2], dans un rapprochement approximatif de — et <. Cependant, I'ordre
ainsi obtenu ne validerait pas 'axiome Héritage.

Exemple 5.30.
Considérons le pas de réduction

a:@p:Ax.x,T) — [afl:T

ot T est un terme étiqueté complet quelconque. Son radical est tout le terme
a:@B: Ax.x,T), et sa zone d’effet couvre uniquement la position de Uétiquette
[aBl. Supposons que B < [af]l. Comme l'étiquette B est différente de ’étiquette
racine a du radical, pour valider Uaxiome Héritage il faudrait qu’existdt une
étiquette vy dans le radical telle que p <y. Ce n’est pas le cas.

Une autre libéralisation tentante depuis longtemps est d’ajouter la compa-
raison «a < [w, a] a la définition de <. Cette variante est a éviter exactement pour
la méme raison.

5.5.2 Les positions des étiquettes

Dans les chapitres 2, 3, et 4, nous avons construit des étiquetages de sys-
temes de récriture en faisant porter les étiquettes par les symboles des systémes.
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En conséquence, les symboles de la grammaire étiquetée étaient les symboles
d’origine, éventuellement munis d’étiquettes. Egalement, nous avions une fonc-
tion de « désétiquetage » (.)° qui retirait toutes les étiquettes des symboles d’'un
terme étiqueté ¢, et renvoyait un terme ¢° de la grammaire d’origine ayant
exactement le méme ensemble de positions que ¢.

Dans le cadre du A-calcul faible étiqueté de ce chapitre en revanche, nous
avons utilisé les étiquettes elles-mémes comme des symboles ayant leurs propres
positions, qui s’ajoutent a 'ensemble des positions du terme a étiqueter. Pour
entrer formellement dans le cadre des SLS, nous avons donc considéré ces
étiquettes-symboles comme portées par un symbole factice distingué i, qui
s’ajoute a la syntaxe d’origine du A-calcul sans en modifier la dynamique. Ce
genre d’ajout, appelé expansion, sera regardé de plus pres au chapitre 7.

Une autre maniére d’appréhender les positions des étiquettes est de parti-
tionner les positions en deux ensembles :

1. Les positions des constructions syntaxiques du A-calcul (variables, abstrac-
tions, applications) qui forment la “vraie” structure de ’arbre de syntaxe
d’un terme.

2. Les positions des étiquettes, qui s’intercalent dans cette structure et
peuvent étre vues comme les positions des arétes de 'arbre de syntaxe.

Cette vision tres fine consistant a suivre a la fois positions des nceuds et des
arétes d'un terme est suggérée notamment par Vincent van Oostrom [Ter03,
Chap. 8].

5.5.3 Lien avec la pleine paresse

Pour comparer le A-calcul faible étiqueté de ce chapitre avec I'étiquetage du
B-systéme parcimonieux pleinement paresseux Pprr présenté au chapitre 3,
nous proposons une fonction y(.) traduisant le premier en le second.

Les mécanismes de base de la traduction sont les suivants :

— Létiquette contigué a une application ou une A-abstraction lui est associée

tandis que toutes les autres sont oubliées.

— La traduction d’'une étiquette ne conserve que la premieére étiquette de

chaque séquence.
Formellement :

1x) = x
¥a:T) = x(T)
x(a:(T1T9) = (W(T)x(TIM®
ya:Ax.T) = A Dx y(T)

@) = a aclL
1(Q,a) = [x(Q), xy(a)]
y(ay...an) = x(ay)

Remarquons que la traduction n’est pas définie sur les étiquettes de la forme
[Q2]. Ceci tient compte d’un invariant du A-calcul faible étiqueté que nous n’avons
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pas énoncé : nous pouvons imposer que toute occurrence d'une étiquette [€2] soit
dans un sous-terme de la forme [Q] : a : X. Autrement dit aucun sous-terme de
la forme [Q] : (T1T2) ou [Q] : Ax.T ne peut apparaitre dans un terme au cours
d’'une séquence de réduction étiquetée. D’une part ceci est stable par réduction
car les étiquettes de la forme [Q)] sont toujours placées devant un terme étiqueté
complet, et d’autre part ceci implique qu'aucun nom de radical ne commence par
une étiquette de la forme [QQ] puisque la premieére étiquette d'un nom de radical
est I'étiquette du nceud application de ce radical.

Exemple 5.31.
Le diagramme suivant montre a gauche un pas de réduction dans le A-calcul
étiqueté de la section 5.3.1 et a droite un pas de réduction dans le A-calcul étiqueté
généré par le B-systéeme parcimonieux PPpry de la section 3.2, ces deux pas de
réduction étant mis en relation par la fonction y(.)

@)
(:@a:Ax.B: Ay y:@n:x,x:y),T) L @ (A%x.APy.@ (x, ), y(T))

[Cal:[{a,pl: Ay.[la,y]:@[{a,n]: T,k :y) - AAly @Y (y(T), y)
1(

Nous pouvons de plus vérifier que cette fonction définit une bisimulation
entre les deux systemes. Il reste ensuite a vérifier que les deux systemes défi-
nissent des réductions partagées bisimilaires a partir de termes initiaux, ce que
nous ne détaillerons pas ici. Le chapitre 7 discutera ce point dans le cadre plus
général des CRS.

5.6 Discussion : causalités

Les sections 5.2 et 5.4 ont montré comment 1’étiquetage décrit dans ce
chapitre rendait fidelement compte de la causalité dans le A-calcul faible. Une
justification intuitive de ces bonnes propriétés était le strict parallélisme entre
les modifications des étiquettes et un critére de causalité directe exprimé en
termes de création de radicaux.

Ce « strict parallélisme » fut un bien beau mensonge. Nous avons en fait déja
largement tiré parti des possibilités offertes par la réduction faible d’anticiper ou
retarder les modifications d’étiquettes et donc la propagation des informations
causales.

5.6.1 Des causes du dégel

Revenons sur le critére de création de radicaux lié a la réduction faible. Le
principe en est : un pré-radical gelé par la présence d’'une variable liée peut
étre dégelé par la substitution de cette variable. Nous en avons déduit pour
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faire bonne mesure ! qu’il convenait de marquer du nom d’un B-radical toutes
les positions soumises a sa substitution.

Avec cette discipline, assurément nous touchons toutes les positions dégelées
par la réduction. Mais comme le montre 'exemple 5.32 nous modifions aussi les
étiquettes de positions qui restent gelées. Les marques que nous laissons dans
les étiquettes d'un réduit vont donc au-dela des positions dégelées.

Exemple 5.32.
Considérons le terme non étiqueté

@Ax.@Ly.@Az.x,y),t),u)
ol t et u sont des termes quelconques et son étiquetage
a:@p:@(y: Ax.0:1y.(:@n:Az.x,y),T),U)

o T et U sont des étiquetages complets quelconques de t et u. Nous pouvons y
voir un pré-radical gelé
@Az.x,y)
(:@n:Az.x,y)

et un vrai radical formé par la A-abstraction étiquetée y et U'application étiquetée
B. La réduction de ce radical nous méne a :

@Ay.@Az.t,y),u)
a:@(pyl:[By,0]: Ay.[By,Cl:@[By,n]: Az.T,y),U)

Dans ce terme, le descendant @(Az.t,y) du pré-radical gelé déja observé @(Az.x,y)
est toujours gelé, mais ses étiquettes ont été modifiées en :

[By,(]:@([By,n]:Az.T,y)

Il porte donc maintenant la marque du radical de nom By, sans toutefois étre déja
dégelé. Voyons maintenant l’étape de réduction suivante, du radical se trouvant a
la racine du terme obtenu. Nous avons une application étiquetée par « et une A-
abstraction étiquetée par la séquence [By1[fy,61le nom est donc Q = a[By1[By,d]
Remarquons en particulier que Py — Q.

[Q1:[Q,[By,¢11:@(By,nl: 12.T,U)

Le pré-radical

[Q,[By,(11:@[By,n]: 12.T,U)

est maintenant dégelé et devient un radical de nom [Q,[By,{11[By,n]. Ce nom
porte les marques des deux radicaux précédents, qui ont tous deux contribué au
dégel en instanciant chacun une des variables liées du pré-radical d’origine.

1. Cette expression s’applique historiquement a une situation dans laquelle il est fait plus que
nécessaire.
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Il y a ici une discordance visible entre une notion de causalité qui a 'air in-
tuitive, ol nous pouvons considérer que les radicaux de noms Sy et () participent
tous deux de la méme facon au dégel du radical final puisque chacun supprime
I'une des variables, et 'analyse de création des radicaux, dans laquelle le radical
de nom Sy n’est jamais responsable direct de la création du radical final puisque
la réduction du radical de nom Q doit systématiquement étre placée entre les
deux.

5.6.2 Causalité retardée

Nous nous posons ici la question suivante : est-il possible de modifier 'éti-
quetage pour le faire mieux correspondre aux créations ?

La piste suivie est celle-ci : un radical est susceptible de dégeler des positions
le long de I’épine de sa A-abstraction principale, mais pas si ces positions font
déja partie de I’épine d’'une autre A-abstraction interne. Par conséquent, nous
analysons la discipline qui consisterait a ne pas modifier les étiquettes des
épines internes de la A-abstraction principale. Formellement, un tel réétiquetage
pourrait étre défini par :

Qu)a:2) = [Q,a]:*(x)Z)
Q) = «x
QuNT1T2) = CE@TDE)TS)
Q)Ay.T) = Ay.S[%x)T4,..., %) T,] y#x, S= (MY, T=S[Ty,...,T,]

Exemple 5.33.
Réduisons le radical

(:@a:Ax.f:Ay.y:@n:x,y),T)

en utilisant le réétiquetage réduit suggéré dans cette section. Nous obtenons le
terme

[(al:[a,Bl: Ay.y:@[La,n]:T,y)

dans lequel l’étiquette y n’a pas été modifiée car elle est contenue dans l’épine
Ay.y @O, y).

La premiere question sur cet étiquetage est la propagation d’informations
causales suffisantes. A titre d’indice positif dans cette direction, nous pouvons
remarquer dans ’exemple 5.32 une certaine redondance dans les informations.
La contribution de By est en effet marquée quatre fois :

— une directe dans [By,n],

— deux indirectes a I'intérieur de Q = a[By1[By,d], et

— une indirecte dans [fy,].

Le troisiéme cas est un artefact syntaxique, qui n’est pas vu par la cléture
transitive de —¢. De méme le fait que By apparaisse deux fois dans le deuxiéme
cas n’a pas d’importance ici.

Les deux premiers cas en revanche (contribution directe et contribution par
Iintermédiaire de (2) ont une signification : ils soulignent que le radical de nom
By participe au dégel du radical final par deux phénomeénes simultanés :
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— Il fait disparaitre 'une des variables responsables du gel.

— Il dégele le radical de nom Q qui sera le responsable le plus direct du dégel

du radical final.

Ainsi nous avons une redondance des informations causales aux positions
qui sont directement affectées a la fois par fy et par Q, puisque ces positions
enregistrent a la fois la contribution directe (substitution d’'une variable) et la
contribution indirecte (création du radical de nom Q). Comme la contribution
indirecte est nécessairement marquée par transitivité (By crée Q qui crée le
radical final), nous aurions donc pu nous passer du marquage de la contribution
directe de By dans I’épine de la A-abstraction principale du radical de nom Q.
En quelque sorte, nous pouvons considérer que cette contribution sera marquée
indirectement avant le dégel du radical final, et donc qu’il est possible de retarder
la propagation des informations.

Une deuxiéme question concerne la préservation de la propriété de partage
dans le cadre de ce nouvel étiquetage. La réponse est cette fois clairement
négative, comme 'atteste 'exemple 5.34.

Exemple 5.34.
Considérons le terme étiqueté

0:@a:Ax.f:Ay.y:@n:x,y),( :@a:Ax.f:Ay.y:@n:x,y),T))

ou T est un terme étiqueté complet quelconque. La A-abstraction a: Ax.f:1y.y:
@(n : x,y) a deux occurrences partagées dans notre terme (qui peut étre obtenu en
une étape a partir d’un terme initial).

Réduisons le radical

(:@a:Ax.p: Ay.y:@n:x,y),T)

en utilisant le réétiquetage réduit suggéré dans cette section. Nous obtenons le
terme

[(al:[Ca,Bl: Ay.y:@[{a,nl:T,y)

dans lequel létiquette v n’a pas été modifiée car elle est contenue dans l’épine
Ay.y: @O, y). Ce sous-terme pris isolément a l'air légitime, mais en le remettant
dans son contexte nous obtenons le terme

0:@a:Ax.f:Ay.y:@n:x,y),[{al:[{a,Bl: Ly.y:@[{a,n]:T,y))

dans lequel cohabitent les deux expressions y:@(n:x,y) et y:@([{a,n]:T,y). La
propriété de partage est brisée.

La non-préservation de la propriété de partage prouve que cet étiquetage
réduit ne vérifie pas les axiomes des SLS. Le point de rupture est le suivant : les
axiomes Zone d’effet et Progression, quand il sont mis ensemble, imposent a la
zone d’effet d'un radical d’étre un préfixe du réduit. En particulier, les étiquettes
sont modifiées dans une partie connexe de I'arbre syntaxique, ce qui n’est pas le
cas dans 'exemple 5.34.
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Vient alors la troisiéme question : pouvons-nous construire un systéme éti-
queté régi par ces principes de retardement de la propagation de certaines
informations causales (principes qui ont ’air compatibles avec un bon enregis-
trement des relations causales entre radicaux) et qui de plus soit un SLS ? Une
piste pour cela serait d’appliquer une transformation de programme rendant
connexe la zone d’effet du réétiquetage réduit. Le A-lifting étudié au chapitre 8
aura cet effet.

5.6.3 Causalité anticipée

Revenons sur ce qui, en réduction faible, nous donne une certaine latitude
quant a la propagation des informations causales. Les positions gelées sont en
effet soumises 4 un double phénomene :

— Les étiquettes modifiées mais non dégelées, comme leur statut 'indique,
restent gelées. En particulier elles n’interviennent dans le nom d’aucun
radical, et sont donc en quelque sorte « invisibles ».

— Avant d’étre dégelées, ces étiquettes marquées en surplus vont étre mo-
difiées 4 nouveau. A ce moment elles vont en particulier recevoir 4 nou-
veau la marque du premier radical. Comme nous pouvons le voir dans
I'exemple 5.32, cette marque est en effet incluse dans le nom du deuxiéme
radical.

Cette observation nous a permis de justifier ci-dessus la pertinence causale
d’un étiquetage limitant la propagation des informations. Les effets étaient
un retard dans la diffusion des infomations (invisible car ne touchant que des
positions gelées) ainsi qu'une diminution des redondances de ces informations.

Mais nous pouvons de méme nous servir de ces observations dans 'autre
sens, et cette fois accélérer la diffusion des informations causales. Ainsi toute
position gelée qui, par sa situation, sera a coup stir marquée indirectement par
un certain nom ) avant son dégel, peut étre marquée directement dés le moment
de la réduction du radical de nom Q.

Nous vérifierons cette prédiction dans les chapitres a venir, dans lesquels la
modification des étiquettes se fera non pas le long de ’épine uniquement, mais
dans tout le squelette des abstractions considérées.

Remarquons également que les explications données ci-dessus a la préserva-
tion des propriétés causales malgré une certaine anticipation des contributions
ressemblent beaucoup a ’explication donnée dans ’exemple 3.20 de la préser-
vation de la réduction partagée malgré des duplications différentes de certains
noeeuds. C’est effectivement le méme phénomeéne qui est ici décrit, et nous ob-
tenons ici un nouvel éclairage sur I’équivalence des multiples approches de la
pleine paresse.

5.7 Discussion : reconstruction

Afin de comparer et classer différentes techniques d’étiquetage pour les
systémes de récriture, van Oostrom [Ter03, Chap. 8] a proposé deux critéres
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objectifs contre lesquels peuvent étre testés les étiquetages : la maximalité et la
reconstruction.

Le premier, la maximalité, est lié a une notion de projection qui permet
d’exprimer qu’un étiquetage est plus général qu'un autre. La maniere dont nous
avons ci-dessus projeté I'étiquetage causal de ce chapitre sur un des étiquetages
pleinement paresseux du chapitre 3 illustre bien cette idée.

Le deuxiéme, la reconstruction, permet d’exprimer qu'un systéme d’étique-
tage fournit un bon enregistrement des événements de réduction, en ce qu’il
permet de reconstruire les pas de réduction passés a permutations et a efface-
ments pres.

5.7.1 Reconstruction ambigué

Les étiquettes présentées ici pour le A-calcul faible ont été amenées comme
un enregistrement distribué de I'histoire des pas de réductions. Nous avons
méme vérifié que cet enregistrement était suffisamment précis pour ne rien
oublier des relations causales entre les différents radicaux.

Pourtant, ce A-calcul étiqueté faible ne vérifie pas la propriété de recons-
truction. En effet, sil est aisé d’isoler les descendants de 1’épine principale d'un
radical dans son réduit, il est impossible de distinguer ’argument du radical des
parametres du corps de la fonction (exemple 5.35).

Exemple 5.35.
Considérons le terme

[Q1:[Q, a] : (T1([Q, B : (T1T2))

out Q) est une certaine séquence Y0, ot a,f,y,0 sont des étiquettes initiales, et
ot T1T9 sont des termes étiquetés complets. L'histoire visible de ce terme est
constituée d’une unique réduction, qui concerne un radical de nom Q =vyd. Ce
radical était donc de la forme :

Y:((6:A2.U0)V)

ot U et 'V sont deux termes étiquetés par des étiquettes initiales. Nous pouvons
également obtenir des informations sur l’épine de Az.U. En effet, les positions
portant des étiquettes de la forme [Q2,.] sont exactement les descendantes de cette
épine. Nous reconstruisons donc :

U=a:(Ui(B:(U2U3)))

ot U1, Usg et Ug sont trois termes étiquetés complets dont chaque position vérifie
l’une de ces conditions :
— Elle ne fait pas partie de la z-épine de U. C’est-a-dire que z n’y apparait
pas libre.
— Elle fait partie de la z-épine de U mais n’a pas de descendant. C’est le cas
uniquement des occurrences libres de z.
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Nous ne pouvons donc pas a ce stade dire qui de U1, Uy ou Ug est une occurrence
de la variable z de la fonction ou un parameétre extérieur a I’épine de la fonction.

En d’autres termes nous ne savons pas qui des deux occurrences de T ou de
To est 'argument de la réduction ou une partie du corps de la fonction. En effet,
les sources suivantes sont toutes possibles :

y:((0: Az.a : (T1(B: (T12)))T2)
y:((G:Az.a:(z2(B:(zT2)))NT1)
Y:((0: Az.a: (T1(B: (zT2)NT1)

Bilan : la reconstruction est une propriété plus forte que les propriétés
causales présentées jusqu’ici.

5.7.2 Retrouver la propriété de reconstruction

En revanche, la version d’origine de ce calcul, par Blanc, Lévy et Maran-
get [BLMO7], posséde la propriété de reconstruction en plus de toutes les pro-
priétés causales que nous avons vues dans ce chapitre. Observons la différence.

Dans la réduction d’'un radical de nom Q, le A-calcul faible étiqueté de ce
chapitre crée deux sortes d’étiquettes dans le réduit : une étiquette [Q2] a la
racine, et une étiquette [Q2, @] pour remplacer chaque étiquette a présente dans
I’épine du radical. Ces deux cas suivent les deux cas (1) et (2*) de création de
radicaux.

Le A-calcul faible étiqueté original [BLMO7] présente deux différences avec
ce que nous avons vu dans ce chapitre :

— Les variables sont considérées comme des termes étiquetés incomplets, et

doivent donc étre étiquetées.

— Une troisiéme construction [2] est utilisée pour les étiquettes. Ces éti-

quettes [Q2] sont intercalées aux abords de chaque position ou une variable
est substituée. Ceci correspond au cas de création (2).
L'omission des étiquettes (2] est possible essentiellement car le cas de création
(2) est couvert par le cas (2%). Ainsi, les informations causales d’'une étiquette
Q2] sont redondantes avec celles contenues dans une certaine étiquette [, a]
proche, par exemple 'étiquette de la variable x® qui vient d’étre substituée.

Exemple 5.36.
Considérons dans le A-calcul étiqueté de Blanc, Lévy et Maranget [BLMO07] le
terme

a:@p:Ax.y:@0:x,1),0: 1y.U)

ot T et U sont deux termes étiquetés complets quelconques. Sa réduction dans le
A-calcul faible étiqueté original [BLMO7] donne le terme

[af]:laB,y]:@[ap,0]: laB] :{:Ay.U,T)

dans lequel létiquette |af] est accollée a étiquette [aB,6].
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La justification a priori de 'omission des étiquettes des variables est un peu
plus subtile, et est liée a la définition des noms des radicaux. Rappelons-nous
que l'étiquetage de Lévy du A-calcul [Lé78] utilisait comme nom pour un radical
la séquence d’étiquettes portée par la branche gauche du nceud d’application
du radical, c’est-a-dire tout ce qui se trouvait entre 'application et ’abstraction.
Cependant Blanc, Lévy et Maranget [BLMO07] ont introduit un changement
dans cette premieére technique et ont encore incorporé au nom d’'un B-radical
I’étiquette de son nceud d’application. C’est ce dernier exemple que nous suivons
ici.

Regardons maintenant les cas de création (2) et (2*), qui sont les seuls qui
traitent directement avec une variable : ils concernent des substitutions qui
viennent d’au-dessus du radical dans son entier. En particulier ces substitutions
laissent leur marque sur le noeud d’application du radical, ce qui nous dispense
de marquer en plus les positions des variables substituées.

Exemple 5.37.
Considérons dans le A-calcul étiqueté de Blanc, Lévy et Maranget [BLMO7] le
radical

[aB,yl:@([ap,6]: lapl:{:Ay.U,T)

qui a été créé par l'étape de réduction montrée a l'exemple 5.36 selon le cas de
création (2). Son nom [ap,yllaB,01laBl{ fait apparaitre plusieurs fois le contri-
buteur af. Loccurrence |af] discutée ci-dessus comme loccurrence [af,0] héritée
de étiquette de la variable substituée peuvent étre vues comme redondantes par
rapport a Uoccurrence [af,y] qui est de toute facon marquée par le réétiquetage
de lépine du radical réduit.

Ainsi, nous avons pu nous passer dans ce chapitre de la construction [Q]
utilisée par Blanc, Lévy et Maranget [BLMO7] sans hypothéquer la correction ni
la complétude causale. Toutefois, les étiquettes |€2] apportent des informations
précieuses a la reconstruction, puisque ce sont elles qui permettent de distinguer
les occurrences substituées de 'argument des parametres du corps de la fonction.

Exemple 5.38.
En reprenant les trois antécédents possibles de

[Q1:1Q, al : (T1([€Q, 1 : (T'1T2)))

vus plus a Uexemple 5.35 nous obtenons en effet trois réductions différentes, dont
les cibles ne peuvent plus étre confondues :

y:((6:2z.a: (T1(B: (T12))T2) — [Q]:[Q,al: (T1([Q, B]: (T1(1€2] : T2))))
y:((6:2z.a: (2(B:TINT) — [Q1:[Q,a]: (1Q] : T1([Q, B]: (1Q] : T1)T2)))
y:((6:2z.a: (T1(B: (zTNT1) — [Q]:[Q,al: (T1([€2, B]: (1] : T1)T2)))

Ainsi, la présence des étiquettes |Q2] dans le A-calcul faible étiqueté de
Blanc, Lévy et Maranget [BLMO07] permet de lever 'ambiguité mise en lumiére
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par I'exemple 5.35. Pour défaire un pas de B-réduction étiquetée nous pou-
vons d’abord utiliser une étiquette [QQ] pour marquer la présence d’un réduit,
puis utiliser les étiquettes de la forme [Q), a] pour trouver le squelette de la
A-abstraction principale du f-radical, et enfin utiliser les étiquettes |Q] pour
distinguer ’'argument du B-radical des expressions libres de la 1-abstraction
principale.

Le seul défaut de reconstruction est le cas général dans lequel 'argument
du B-radical est effacé, dans lequel évidemment ledit argument n’est pas ré-
cupérable. Ce cas est prévu par van Oostrom [Ter03], qui limite en fait la
reconstruction aux pas non effacables d’'une séquence de réduction.

5.8 Discussion : une autre preuve de partage

La preuve que donnent Blanc, Lévy et Maranget de la préservation de la
propriété de partage pour le A-calcul étiqueté faible [BLMO7] a été inspiratrice
des SLS définis dans cette theése, et fournit la structure de la preuve du théo-
réme 1.19 de partage. A ce stade nous pouvons cependant noter une différence
importante entre les deux preuves : celle de Blanc, Lévy et Maranget repose
sur les propriétés causales de I'étiquetage, alors que les SLS s’en affranchissent.
Cette différence est une des contributions techniques majeures des SLS, et la
clé de leur expressivité.

5.8.1 Une preuve causale du partage

La preuve de préservation de la propriété de partage de Blanc, Lévy et
Maranget, comme celle présentée ici, peut se réduire a deux arguments :

— Les sous-termes modifiés par une réduction le sont d'une maniére cohé-

rente. Ceci correspond a ’axiome Partage.

— Aucune collision n’est possible entre un sous-terme modifié et un sous-

terme non-modifié.
Dans la preuve de Blanc, Lévy et Maranget ce dernier fait est déduit d'un
invariant de maximalité sur les noms de radicaux, tandis que la preuve des SLS
utilise un invariant d’indépendance sur les étiquettes.

Le raisonnement sur la maximalité des noms de radicaux est le suivant :
comme toutes les étiquettes créées par une étape de réduction incluent le nom
Q du radical réduit par cette réduction, une collision ne peut advenir que si
une étiquette incluant le nom Q du radical a réduire est déja présente avant
cette réduction. Il suffit donc pour empécher ceci d'un invariant exprimant que
les noms des radicaux d'un terme ¢ sont maximaux, dans le sens qu’ils ne sont
inclus dans aucune étiquette de ¢. Pour assurer la préservation de cet invariant,
ils utilisent alors deux propriétés des noms des radicaux de leur systéme :

— tout résidu porte le méme nom que son ancétre, et

— tout radical créé porte un nom strictement « plus grand » que le nom de

son créateur.
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Nous pouvons reconnaitre dans ces deux points deux des propriétés causales
du A-calcul faible étiqueté, a savoir les lemmes 5.23 de stabilité des radicaux
et 5.22 de contribution directe.

5.8.2 Eloignement de la causalité

La question alors posée est la suivante : ces propriétés causales qui semblent
utiles a la préservation de bonnes propriétés de partage sont-elles nécessaires ?
Un des mérites du cadre axiomatique des SLS est de montrer qu’a défaut d’étre
totalement abandonnées, ces propriétés causales peuvent étre significativement
affaiblies.

Remarquons d’abord que les SLS, comme le A-calcul faible étiqueté, garan-
tissent ’absence de collisions par une certaine croissance forcée des étiquettes
au cours de la réduction. Cette croissance est exprimée par le lemme 5.22 de
contribution directe pour le A-calcul faible étiqueté, et par 'axiome Progression
pour les SLS.

La différence tient ensuite dans le fait que, en abandonnant 'usage de noms
riches pour les radicaux, la propriété de stabilité de ces derniers est vidée de
sa substance. Deux choses peuvent en effet advenir sans mettre en danger la
preuve de partage des SLS :

— Une étiquette qui participe au nom d’un radical dans ’approche causale
mais n’est pas la racine du radical est modifiée. Alors la stabilité des
noms ne tient pas, mais les SLS ne voient pas la différence. En effet,
nous pouvons constater a ce moment que toutes les occurrences du radical
observent le méme changement, et restent donc bien un seul radical
partagé.

— Dlétiquette racine du radical est modifiée. Le radical change alors d’iden-
tité. Eventuellement, si plusieurs occurrences partagées de ce radical
existaient, elles peuvent étre séparées en deux familles.

Ainsi les propriétés de causalité les plus fortes, qui sont vérifiées par le A-calcul
mais dont nous verrons au chapitre 7 qu’elles dépendent de 'orthogonalité des
systémes, ne sont pas utiles a la définition du partage dans les SLS, ce qui va
nous permettre dans les chapitres a venir d’observer des étiquetages de systemes
pour lesquels la notion de causalité est plus complexe.

Bilan du chapitre

Dans ce chapitre nous avons analysé la structure causale du A-calcul faible
et détaillé comment cette derniére pouvait étre fidelement représentée dans
un étiquetage du A-calcul. Pour ceci nous avons caractérisé les manieres dont
un nouveau f-radical pouvait étre créé par un pas de réduction (lemme 5.4)
et en avons déduit une maniére de propager les informations causales via des
étiquettes. Nous avons également pu démontrer que les informations causales
visibles dans les étiquettes correspondaient exactement aux relations de dé-
pendances entre familles de radicaux de méme nom (théorémes 5.27 et 5.29 de
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correction et de complétude causale).

Nous avons vu également que cet étiquetage causal définissait un SLS dont
il sera prouvé qu’il spécifie un partage pleinement paresseux.

Cette approche en deux parties, avec d’abord une analyse des mécanismes
de création de radicaux puis une propagation des informations dans un systéme
étiqueté, donne la structure des deux chapitres suivants, qui reproduisent de
telles analyses dans des cadres plus riches :

— Le chapitre 6 concerne un autre cas particulier plus compliqué (le Pure

Pattern Calculus).
— Le chapitre 7 plonge dans le cadre général des CRS.



CHAPITRE 6

Histoire d’un calcul
non-séquentiel

Sommaire
6.1 Filtrage et motifsdynamiques . . . . ... ........... 178
6.2 PurePatternCalculus ............ccvveeeeeo. 181
6.3 Causalité dans le Pure Pattern Calculus . .......... 187
6.4 Filtrageétiqueté . . ... ... ... ittt enn 192
6.5 Pure Pattern Calculus faible étiqueté . . . . ......... 199
6.6 Propriétéscausales . ........ccit vttt 203
6.7 Discussion :non-stabilité ..................... 215

Nous allons dans le présent chapitre tenter de reproduire dans un cadre
plus complexe les analyses de causalité effectuées au chapitre 5 sur le A-calcul
faible. Le formalisme considéré ici est le Pure Pattern Calculus (PPC) de Jay et
Kesner [JKO09], un calcul d’ordre supérieur intégrant de puissants mécanismes

de filtrage.
Ce cadre

— Les pas de réduction du Pure Pattern Calculus sont exprimés par I'entre-
’opérations de filtrage effectuées au niveau « méta », de sorte que ce
passe réellement lors d’'un pas de réduction n’est pas directement et

mise d
qui se

présente deux particularités par rapport au simple A-calcul :

entiérement visible dans la regle.

— Le Pure Pattern Calculus est « non-séquentiel », dans le sens qu’il n’est
pas toujours possible de désigner un pas de réduction qui soit nécessaire a
I'obtention d’'une forme normale. Et cette non-séquentialité n’est qu’une
des manifestations, la plus visible, de ce qui fait la richesse des comporte-

du calcul. Ainsi le point de vue de la causalité révélera également

rme de non-orthogonalité du Pure Pattern Calculus, le défaut de

ments
une fo
stabili
La sectio

té, qui amene a réfléchir sur la notion méme de nécessité.

n 6.1 motive, du point de vue de la programmation, le cadre du Pure
Pattern Calculus dont le formalisme est rappelé a la section 6.2. La section 6.3
analyse les cas dans lesquels un pas de réduction peut créer un radical dans
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ce calcul. En suivant cette analyse, la section 6.4 fixe I'interaction des méta-
opérations de filtrage avec les étiquettes, et la section 6.5 achéve la mise en
place d'un étiquetage du Pure Pattern Calculus faible définissant un SLS. Enfin,
la section 6.6 établit les propriétés causales vérifiées par le systéme étiqueté,
et la section 6.7 discute des propriétés causales qui ne sont pas vérifiées et des
réflexions qu’elles imposent sur la notion de nécessité.

6.1 Filtrage et motifs dynamiques

Le filtrage peut étre vu comme un mécanisme dont I'objet est de permettre
la définition d’'une fonction par cas sur la structure de son argument. Il est pour
le programmeur une caractéristique tres appréciable du paradigme fonctionnel.
Cependant les mécanismes de filtrage usuels, bien que pratiques, souffrent d’'un
certain manque de généricité illustré par les exemples ci-dessous.

Exemple 6.1.
Considérons une structure de données représentant des arbres binaires : un arbre
est soit une feuille portant une donnée, soit un nceud composé de deux sous-arbres.
On peut Pécrire a la ML comme suit :

type ’a tree =
| Data of ’a
| Node of ’a tree * ’a tree

Une fonction map mettant & jour toutes les données contenues par un arbre binaire
s’écrit facilement par cas sur la structure inductive des arbres, a laide du filtrage.

let rec map f t = match t with
| Data a -> Data (f a)
| Node 1 r -> Node (map 1) (map f r)

Dans I'exemple 6.1, lorsque la function map est appliquée a deux arguments
f et t, ce dernier est comparé a la forme Data a, appelée motif. En cas de succes
(Ie motif et 'argument correspondent, soit ¢ =Data u pour un certain objet u), la
variable de filtrage a capture la sous-structure u de ¢, et la fonction retourne la
donnée mise a jour Data (f(u)). Si la premieére comparaison échoue (le motif et
I’argument ne correspondent pas), alors 'alternative Node 1 r est testée a son
tour.

Le code de map nomme explicitement tous les constructeurs qui peuvent étre
rencontrés lors de I’évaluation, c’est-a-dire Data et Node. Ainsi, toute variation
méme mineure sur la structure de données (arbres d’arité différente ou variable,
données hétérogenes. ..) requiert ’écriture d'une nouvelle fonction map.

Une premieére solution a ce probléme est donnée par le polymorphisme
de chemin [Jay04, JK09], qui permet a une fonction générique de traverser
récursivement n'importe quelle structure de données pour agir sur certains cas
de base fixés (comme Data a ici). Le polymorphisme de chemin peut étre réalisé
par une classification universelle tres simple des structures : chaque structure



6.1. FILTRAGE ET MOTIFS DYNAMIQUES 179

est soit atomique, soit composée. Une structure atomique (appelée un atome),
comme un constructeur isolé, est inerte. Une structure composée (appelée un
composé), comme un constructeur (partiellement) appliqué, meéne a la récursion.

Exemple 6.2.
Le code ci-dessous montre & quoi pourrait ressembler une version de map avec
polymorphisme de chemin

let rec map f t = match t with

| Data a -> Data (f a) //Base
| xy -> (map f x) (map f y) //Composé
| z -> z //Atome

Et voici un exemple d’évaluation de cette fonction, oii ++ est la fonction successeur,
ot chaque ligne est une étape de calcul, et ot les crochets sont utilisés comme
parentheses pour séparer les appels de fonctions.

map ++ (Node (Data 1) (Data 2))
[map ++ (Node (Data 1))] [map ++ (Data 2)]
[map ++ Node] [map ++ (Data 1)] [map ++ (Data 2)]
Node (Data 2) (Data 3)

Alors que Node est un atome, des termes comme Node (Data 1) et Node (Data 1)
(Data 2) sont composés.
Si maintenant nous considérons une nouvelle structure comme une liste
type ’a list =
| Nil
| Cons of ’a * ’a list

alors nous pouvons toujours utiliser la fonction map sur une liste de données

map ++ (Cons (Data 3) (Cons (Data 4) Nil))
[map ++ (Cons (Data 3))] [map ++ (Cons (Data 4) Nil)]
[map ++ Cons] [map ++ (Data 3)] ([map ++ (Cons (Data 4))]
[map ++ Cons] [map ++ (Data 3)] ([map ++ Cons] [map ++ (Data 4)]
Cons (Data 4) ( Cons (Data 5)

ott cette fois Cons et Nil sont des atomes tandis que Cons (Data 3) par exemple
est un composé.

Cette décomposition des structures en composés et atomes peut étre encodée
dans les langages usuels en utilisant un constructeur explicite pour démarquer
les composés. Remarquons toutefois que cette solution appliquée brutalement
malmeéne le typage des structures. Une conciliation entre typage et polymor-
phisme de chemin existe par exemple avec Generic Haskell [HJ03], qui integre
un mécanisme de raisonnement par cas sur le type d’une structure de données.

Comme nous le montre notre version de map de 'exemple 6.2, certains
constructeurs (comme Node) peuvent étre traités automatiquement grace au
polymorphisme de chemin, mais d’autres (comme Data) ont toujours besoin
d’étre mentionnés explicitement dans le code. Ceci limite le polymorphisme : si

[map ++ Nil])
[map ++ Nill)
Nil )
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nous voulons traiter une nouvelle structure dans laquelle certaines données sont
représentées par quoi que ce soit d’autre que ce fameux constructeur Data, par
exemple un arbre dont les feuilles sont marquées d’un constructeur Leaf, alors il
nous faut encore écrire une nouvelle version de map, comme dans 'exemple 6.3.

Exemple 6.3.
Une nouvelle version de map avec polymorphisme de chemin, spécialisée pour les
données de forme Leaf a.

let rec map £ t = match t with

| Leaf a -> Leaf (f a) //Base
| xy -> (map f x) (map £ y) //Composé
| z -> z //Atome

Une deuxiéme solution, qui résout ce dernier probléme, est donnée par le
polymorphisme de motif [JKO09, Jay09], qui introduit des motifs paramétrés. Ceci
permet d’instancier un méme motif de différentes manieres. Ainsi, ’hypothétique
fonction décrite a 'exemple 6.4 pourrait s’instancier en les fonctions map de
Iexemple 6.2 ou de 'exemple 6.3 si 'un des constructeurs Data ou Leaf lui était
donné en parameétre.

Exemple 6.4.
Une nouvelle version de map avec & la fois polymorphisme de chemin et de motif
prendrait un paramétre additionnel c pour construire le motif de son cas de base :

let rec map ¢ £ t = match t with

| {a} ca -> c (fa) //Base
| {x,y} xy -> (map ¢ f x) (map c £ y) //Composé
| {z%} zZ -> z //Atome

Ici, chaque cas précise de plus une liste de noms servant a discriminer les va-
riables de filtrage des paramétres de motif.

Remarquons que 'application partielle de la fonction map de ’exemple 6.4
au constructeur Data donne exactement la version de map de 'exemple 6.2, et
que lapplication partielle de la fonction map de 'exemple 6.4 au constructeur
Leaf donne exactement la version de map de I’exemple 6.3. Mais maintenant,
d’autres constructeurs ou d’autres structures peuvent étre utilisés pour spécifier
les éléments qui doivent étre mis a jour.

Pour faire intervenir en parameétre des structures complexes, un cas plus
général et intéressant est celui ou le parameétre d'un motif est une fonction
construisant un motif. Une telle fonction doit nécessairement étre évaluée avant
que le filtrage soit résolu, et le motif devient ainsi dynamique. Ce dernier point
est tout simplement hors de portée des langages de programmation usuels.

Les motifs dynamiques semblent étre une clé dans 1’élaboration de para-
digmes de filtrage expressifs, mais ils sont hélas incompatibles avec les implé-
mentations usuelles. En effet, les définitions par cas utilisant du filtrage sont
normalement compilées en une série de tests de bas niveau organisés dans ce qui
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est appelé génériquement un automate de filtrage. Etant donné qu’un automate
de filtrage naif a tendance a introduire de nombreux tests redondants ou autres
inefficacités, les ensembles de motifs sont analysés afin d’obtenir une organisa-
tion optimisée qui minimise le cotlit moyen d’'une opération de filtrage et opére un
partage des tests redondants. Voir par exemple [FM01, Mar08]. Cependant, les
motifs dynamiques sont par nature indéfinis au moment de la compilation, ce qui
rend ce genre d’analyse statique impossible. De nouveaux mécanismes doivent
donc étre définis pour reconquérir certaines de ces optimisations perdues ou en
découvrir de nouvelles. Note petit’historique : c’est face a ce probléme que j’ai
commencé a m’'intéresser au partage dans les premiers temps de mon doctorat.

6.2 Pure Pattern Calculus

Le Pure Pattern Calculus (PPC) de Jay et Kesner [JK09] 1 est une généra-
lisation du A-calcul supportant naturellement la manipulation de structures
de données inductives et le filtrage avec polymorphismes de chemin et de mo-
tif. Une des caractéristiques de ce calcul est qu’il fait des motifs des objets de
premiére classe. Les motifs peuvent également étre évalués et sont donc des
motifs dynamiques. De plus, tout terme est a priori susceptible d’étre utilisé
comme motif : c’est 'opération de filtrage elle-méme qui est chargée de rejeter
dynamiquement les utilisations « inappropriées ». La présente section rappelle
le formalisme de ce calcul.

Définition 6.5 (Sous-séquences). Soient I' = y1...y, et A =81...0; deux sé-
quences d’éléments quelconques. Nous disons que I' est une sous-séquence de
A, noté I' C A, s’il existe une fonction ¢ :{1...n} — {1...k} strictement croissante
telle que T' = 6y(1). . . G p(n)-

Exemple 6.6.
Ces deux exemples rappellent que les sous-séquences ne sont pas forcément faites
d’éléments consécutifs, mais qu’elles doivent en revanche respecter l’ordre :

po¢ = apydc
yx ¥Z xyz

Convention 6.7. Si I' = y1...y, est une séquence, par abus de notation nous
utiliserons encore I' dans des expressions ensemblistes pour désigner l’ensemble
d’éléments {y1,...,Yn}

La syntaxe du Pure Pattern Calculus utilise remplace la A-abstraction Ax.t
du A-calcul, qui abstrait sur une variable, par une abstraction plus générale de

1. Nous prendrons comme référence la version publiée communément par Jay et Kesner en
2009 [JKO09], qui est la plus expressive, et dont la non-séquentialité sera le piment de ce chapitre.
Leur premiére version du Pure Pattern Calculus [JKO06] souffrait de la présence d’exemples patho-
logiques et était séquentielle. La version utilisée par Jay dans son livre [Jay09] est essentiellement
identique a notre référence [JK09], a ceci pres qu’elle n’est pas séquentielle.
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forme (6)t.t, qui abstrait sur un terme (le motif). L « application par juxtaposi-
tion » du A-calcul est toujours utilisée, et sert a la fois a désigner I'application
d’une fonction a un argument et 'application d’un constructeur a une donnée.
Une catégorie syntaxique caractérise les termes qui représentent des structures
de données, et une catégorie syntaxique dite des formes testables (matchable
forms en version originale [JK09]) caractérise des termes dont la forme superfi-
cielle est stable et peut donc étre testée par une opération de filtrage.

Définition 6.8 (Syntaxe de PPC).

a,b,p,r,s,t == x|Xx|tt|O)t.t Termes
d == x|dt Structures de données
m = d|{0)¢tt Formes testables

ot x,y,z € X sont des variables et 0,1 des séquences de variables.

Si précédemment nous avons utilisé la lettre 8 pour dénoter des ensembles
de variables, il est important de noter que nous considérons dans ce chapitre des
séquences de variables, comme le requiert la définition originale de PPC.

Le terme (0)p.b est appelé un cas. La lettre p indique un terme utilisé
comme motif (pattern) et b un terme utilisé comme corps de fonction (function
body).

Dans ce cadre, une variable x peut avoir deux sortes d’occurrences : les
occurrences propres (ou variables) x qui sont des occurrences ordinaires de
variables pouvant étre substituées, et les occurrences matchables % qui ne
peuvent pas I’étre. Une matchable % est une constante portant un nom x : elle
peut étre utilisée soit comme un constructeur soit comme une variable de filtrage
(qui capture ce qui va étre substitué a x), en fonction de son statut libre ou lié.

Comme illustré ci-dessous, dans un terme (0)p.b la séquence de variables 6
lie les occurrences matchables dans p et les occurrences variables dans b.

£\

xX) xx.x%

Définition 6.9 (Liaisons). Les variables libres fv(t) (free variables) et les
matchables libres fu(¢) (free matchables) d’un terme t sont définies par les
équations suivantes.

fv(x) = {x} fm(x) = @
fv(x) = @ fm(x) := {x}
fv(titg) := fv(t1)ufv(ts) fm(t1tg) := fm(¢1)ufm(ss)
fv({@)p.b) = £v(p)u(Ev(b)\0) fm((@)p.b) = (Em(p)\O)uUfm(b)

Les noms libres fn(t) (free names) d’un terme t sont définis par fn(t) = fv(t)u
fm(z), et ses noms liés bn(t) (bound names) par les équations suivantes.

bn(x) = @
bn(x) = @
bn(t1t9) := bn(t1)Ubn(ts)

bn({@)p.b) := 6OuUbn(p)ubn(d)
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Une notion de renommage de variables ainsi qu'une notion de substitution
sont déduites de ces critéres de liaison.

Définition 6.10 (Renommage). Pour tout x € 0 et tout y frais :
O)pb =o (O pl=y)

Exemple 6.11.

NEXyy.xyy =o (2)XyZ.xzy

Dans le motif xy¥y, la matchable y est liée et utilisée en tant que variable de
filtrage, tandis que la matchable X est libre et vue comme un constructeur. Loccur-
rence de variable y du motif est une variable libre, c’est-a-dire désigne paramétre
extérieur, tandis que l'occurrence de variable y du corps est liée.

Définition 6.12 (Substitution). Comme d’habitude, la substitution est une méta-
opération définie par des équations.

x° = o(x) xedom(o)
2 = x x ¢ dom(o)
X = %

(¢1t9)° = t‘lftg

(B)p.b)’ = (O)p?.b? O#o

La condition 0#c (“0 évite 0”) a pour fin d’éviter la capture de noms. La notation
O#c signifie 0 N (dom(o) U fn(cod(0))) = @, ot dom(a) (resp. cod(a)) dénote le do-
maine (resp. codomaine) de la substitution o. La condition 0 Nndom(o) = @ assure
qu’aucune occurrence de variable liée n’est substituée, et 0 Nfv(cod(o)) = @ (resp.
0 Nnfm(cod(0)) = @) assure qu’aucune occurrence de variable (resp. matchable) de
o n’est capturée par 0 dans b? (resp. p°). Pour les termes, O#t signifie 6Nfn(t) = @.

Le résultat d'une opération de filtrage est appelé un filtrat et noté p. Il peut
s’agir soit d’'une substitution en cas de filtrage réussi, soit du symbole d’erreur L
en cas d’échec de filtrage. Nous utiliserons de plus le symbole X pour dénoter les
cas ou I'opération de filtrage ne peut pas étre menée jusqu’au bout en raison de
la forme inappropriée du motif ou de ’argument. Cette « forme inappropriée »
est caractérisée par la non-testabilité d'un sous-terme que I'opération de filtrage
voudrait inspecter.

Définition 6.13 (Filtrat). Les filtrats définis sont donnés par l'une de ces deux
possibilités

p = o|l
ol g désigne une substitution de termes. Les filtrats étendus ajoutent le symbole
« sablier » X aux filtrats définis

uwoa= oplX
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Le résultat du filtrage d’'un argument a par un motif p avec un ensemble
0 de variables de filtrage est noté {a/y p} dans le Pure Pattern Calculus et est
défini a partir d’'une notion de filtrage syntaxique, appelée filtrage composé,
caractérisée en ce qu’elle limite 'exploration récursive du motif et de 'argument
aux applications qui sont des formes testables (aussi appelées termes composés).

Définition 6.14 (Filtrage composé). Le filtrage composé d’un argument a par
un motif p avec variables de filtrage 0, noté {a/g p}, est défini par les équations
suivantes prises dans lordre :

falgx} = {x:=a} x€0
{x/0x} = { xg0

fairas/opipe} = fai/gpilwilas/gp2} aiag et pipo formes testables
falop} = L a et p formes testables, sinon
falgp} = X sinon

o lopérateur W dénote l'union disjointe de filtrats et est défini par la table
suivante :

S} ‘ o9 1 X
o1 | o1woe L X
1 1 1 L
X X 1 X

ot lopérateur W appliqué a des substitutions dénote leur union disjointe. Ainsi,
o1wog =1 si dom(o1)Ndom(og) # @.

Lutilisation d’'une union disjointe implique qu’un filtrage ne peut réussir si
son motif n’est pas linéaire. Il s’agit d’'un prérequis connu pour la confluence [Klo80].

Dans le cas du filtrat indéfini X, le motif ou 'argument doit encore étre
évalué ou instancié pour permettre le filtrage. Tandis qu’assez naturellement
une branche indéfinie X 'emporte sur une branche générant une substitution o,
notons enfin qu'une branche générant un échec | 'emporte sur une branche in-
définie X. Par ceci le filtrage du Pure Pattern Calculus n’est pas séquentialisable.
Nous reviendrons sur ce point a la section 6.7.

Exemple 6.15.
Soit ¢ un constructeur.

- {é/yx9} = X car le motif xj commence par une occurrence de variable et
n’est pas une forme testable.
- {é/,((2)2.26)5} = X car le motif est maintenant un pré-radical (définition
ci-dessous), qui n’est toujours pas une forme testable.
- {é/y9¢} = L, car Patome ¢ ne peut correspondre au composé J¢.
Un exemple de filtrage composé réussi est donné par le filtrat { ¢((2)2.2¢) x x, X1%2} -
Uargument et le motif sont des formes testables, et chacune des variables de fil-
trage %1 et X9 capture une partie de argument pour produire la substitution
{x1:=¢, x0 := ((2)2.20)}.
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Enfin, le résultat du filtrage d’'un argument a par un motif p est obtenu apres
un test sur le filtrage composé qui vérifie que toutes les variables de filtrage ont
été pourvues, c’est-a-dire que le motif p contient bien toutes les matchables dont
le nom est lié par 6. Nous verrons a I'exemple 6.19 que des problémes peuvent
sinon survenir lors de la réduction.

Définition 6.16 (Filtrage). Le filtrage d’'un argument a par un motif p avec
variables de filtrage 0, noté {al/g p}, est défini par les cas suivants :

— Sif{algpl =1, alors{algp}=_L.

— Sifalgp}=0et 0 =dom(o), alors {algp}=o0.

— Si{algpl =0 et 0#dom(o), alors {algp}= 1.
Remarquons que le filtrage de a par p n'est pas défini si fa/gp} =X

Comme en A-calcul, la relation de réduction est définie ici par une seule
méta-opération. Elle est appelée f,, et réalise en une étape le filtrage et la
substitution.

Définition 6.17 (Réduction). Tout sous-terme de la forme r = ({0) p.b)a est appelé
un pré-radical. Si {a/y p} est défini alors le pré-radical r est un radical et la
regle B, s’applique. Pour tout terme b on défini b+ comme étant égal & une
certaine forme normale close fixée t .

r = ((0)p.ba L»ﬁm plalop}

La relation de réduction dans n’importe quel contexte est formalisée par les
régles d’inférence suivantes :

t1 Sp ¢ ty g t!
%W #m
t1to d t’ltz t1to —B t1t’2
p=pp
S
®p.b —p5 (Op'.b
b Lg b
P @

@pb p (O)p.b

Par convention le terme d’erreur est I'identité : £ | = I = (x)%.x. Ceci permet en
particulier de rattraper les erreurs de filtrage pour déclencher des cas alternatifs
ou par défaut [JKO09].

Exemple 6.18 (Exemple filé).
Les fragments de lexemple 6.15 sont rassemblés ici. Les radicaux contractés sont
soulignés.

({x1x2)X122.((y)x29.D)¢) (E({2)2.2¢)) (REL)
—p, (N((2)2.20)7.b)é (RE2)
=g, (yyc.b)e (RE3)
—p5, L (RE4)
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L'exemble 6.19 suivant montre ’enjeu du test effectué pour déduire le résul-
tat d’un filtrage {a/g p} & partir du résultat du filtrage composé {a/yp p } (défini-
tion 6.16).

Exemple 6.19.
Considérons le terme suivant :

t = (x,y%xy)é

Le terme t est un pré-radical qui déclenche le filtrage {¢/g X} de 'argument é par
le motif X avec les variables de filtrage x et y. Le filtrage composé est défini et
réussit :

féloxy = {x:=¢}
En revanche, le domaine de la substitution ¢ = {x := ¢} obtenue ne contient pas
y et nous avons donc :

{élgz} = L

Si nous passions outre ce test et essayions d’appliquer la substitution o au corps
de la fonction nous obtiendrions

t = (xy)? = ¢y
Le pas de réduction de source t et de cible t' ferait alors apparaitre une variable
libre y a partir de matériel clos.

Remarque 6.20 ([JK09]). Le A-calcul s’encode directement dans PPC : tout A-
terme de la forme Ax.t peut étre écrit comme un PPC-terme {(x)X.t. Pour retrouver
la B-réduction il suffit de remarquer que Uapplication ({(x)X.t)u génere le filirage
trivial {u/, X} qui se résout toujours en la substitution {x := u}.

La notion habituelle de descendance s’adapte aux constructions de PPC.

Définition 6.21 (Descendance). Soit p : ¢ L»ﬁ t' avec r=(0)p.b)a —p, ', et q,
la position de r dans t. Soit g un position dans t.
— Si q est disjointe de q,, alors q/p =1{q}.
— Si q est un préfixe strict de q,, alors g/p ={q}.
— Si{algp} =0 et q est de la forme q,-12-q' et tel que b|, n'est pas une
variables, alors q/p ={q,-q'}.
— Si{algp}=0et qestdelaforme q,-2-q;z-q' et tel que ply, est une matchable
X liée par 0, alors soit @, I'ensemble des positions des occurrences libres de
xdanst, q/lp=q, Qx-q'.
— Dans tous les autres cas q/p = @
Comme d’habitude, en parlant de descendance nous identifierons une position
avec le sous-terme a cette position.

Exemple 6.22.
Dans lexemple filé 6.18, le sous-terme ({z)2.z2¢)y dans (RE2) est l'unique des-
cendant du sous-terme x93y de (RE1). Il s’agit également d’un radical créé par
ce pas de réduction, et non un résidu, car Uancétre xo29 n’est pas un radical. A
Uinverse, Uapplication ¢({z)Z.z¢) de (RE1) est détruite par le filtrage et n’a pas de
descendant.
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La définition de la réduction faible pour le Pure Pattern Calculus demande
une rapide discussion. En effet, deux regles de contexte de PPC permettent
de passer sous un lieur. La régle ({) permet la réduction d’'un motif et la regle
(&) permet la réduction du corps d’une fonction. Dans la version faible du Pure
Pattern Calculus nous n’empécherons en rien la réduction dans un motif par
(0). En effet, il faut remarquer d’une part que par le principe méme des motifs
dynamiques cette réduction peut étre nécessaire a ’application d’'une fonction,
et d’autre part que les occurrences liées dans le motif sont des matchables qui ne
peuvent pas étre substituées et non des variables ordinaires. Ainsi, la seule regle
(&) est contrainte d'une maniere inspirée par la réduction faible combinatoire du
A-calcul [cH98].

Définition 6.23 (Réduction faible). La réduction faible du Pure Pattern Cal-
culus est la relation de réduction obtenue en remplacant la regle d’inférence (&)
par la régle contrainte (¢') :
bLgd  Ontv(r)=9
@p.b Sp (O)p.b

/

Dans ce cadre, un pré-radical r = ((§) p.b)a dans un terme ¢ est un radical si
a la fois {a/y p} est défini et r est libre dans . Remarquons que cette condition
de liberté concerne uniquement les variables et non les matchables. C’est en
effet bien uniquement sur les variables que seront définis les squelettes et les
positions gelées.

6.3 Causalité dans le Pure Pattern Calculus

Dans le cas simple du A-calcul, un pré-radical apparait dés qu'une abstraction
est appliquée a un argument. Comme nous I’avons vu au chapitre 5, dans ce cas la
partie de I’histoire qui est pertinente pour la création de ce pré-radical peut étre
enregistrée localement, ainsi que dans les A-calculs étiquetés de Lévy [Lé78]
et Blanc, Lévy et Maranget [BLMO7]. Cependant, dans le cas du filtrage un
argument voué a étre comparé a un certain motif doit avoir une certaine forme,
qui dépend dudit motif. Ceci est illustré par ’exemple 6.24.

Exemple 6.24.
Considérons le programme suivant :

let id x = x
and rec count = fun

| Data a -> 1

| Node 1 r -> (count 1) + (count r)
in

count (id (Data 0))

La fonction count est appelée avec Uargument id (Data 0), qui doit étre évalué a
Data 0 avant que l'application ne puisse étre résolue.
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Ainsi, dans ce cadre I'histoire pertinente d’'un radical peut également dé-
pendre de I'histoire de ses sous-termes, et ce jusqu’a une profondeur arbitraire.
Remarquons de plus que 'exemple 6.24 ne repose sur aucune des particularités
de polymorphisme de PPC : tout ceci est déja valable pour les mécanismes de
filtrage usuels.

Nous devons donc revoir I'analyse des créations de radicaux. Commencgons
par constater que les cas (1) de production d’'une abstraction a gauche d’'une
application et (21) de substitution affectant une application qui ont été énoncés
au chapitre 5 pour le A-calcul faible (exemples 5.2 et 5.3 et lemme 5.4 de création
de radicaux) sont toujours valables dans le cas du Pure Pattern Calculus faible.

Exemple 6.25 (Transcription libre de 'exemple 5.2).
Le cas de création (1) d’un pré-radical de PPC couvre toujours ’équivalent des
deux premiers cas de Lévy :

((2)e.((0)p-b))a — (O)p.bla
(((0)x.x)(B)p-b)a — (O)p.bla

Exemple 6.26 (Transcription libre de I'exemple 5.3).
Cas (2%), vu dans PPC : un pré-radical ({(x)%.yx)a n’est pas un radical pour la
seule raison de la présence d’une occurrence libre d’une variable y liée au dessus.

My ((x)X.yx)a)t — (x)X.tx)a

Ceci contient toujours le troisieme cas de Lévy :

() 3.(ya)(O)p.b) — (O)p.b)a

Nous pouvons également observer que ces deux premiers cas de créations
(1) et (2*) couvrent déja certains traits caractéristiques de PPC et du polymor-
phisme de motif.

Exemple 6.27.

Une erreur de fitrage peut créer un nouveau radical par le cas (1), qui peut
étre utilisé pour déclencher un cas alternatif lors d’'une définition & plusieurs
cas [JKO09].

((@)e.(0)p.b)éb)a — t1a=(x)%.x)a

Linstanciation d’'un motif paramétré avec un constructeur peut créer un radical
selon le cas (2%) :

() 3.((x)yx.b)éa))é — ((x)éx.b)éa
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Au-dela de ces cas (1) et (2%), le filtrage d'une part et les motifs dynamiques
d’autre part apportent chacun un nouveau cas de création, et ces deux cas sont
symétriques. En effet, quand I’abstraction d’un certain motif p est appliquée a
un argument a, alors a doit étre comparé a p. Cependant, comme nous I’'avons
vu a la section 6.2, le filtrage {a/g p} n’est pas toujours défini. Il se peut que
certains sous-termes de a ou de p doivent étre en forme testable, ce qui peut
requérir une réduction plus avancée de a ou de p. Dans ce cas, le filtrage {a/gp}
ne sera défini qu’apres certaines réductions de a ou de p, ce qui signifie que le
radical correspondant a ce filtrage pourra étre créé par des réductions ayant lieu
a l'intérieur du motif ou de 'argument.

Les deux nouveaux cas de création sont donc : (3) la réduction dans le motif
d’un pré-radical, et (4) la réduction dans 'argument d’'un pré-radical. Le seul
autre cas de forme non testable est en effet la présence d'une occurrence de
variable qui doit étre substituée, et nous avons vu a 'exemple 6.27 comment ce
cas était couvert par le cas (2*).

Avant d’énoncer formellement au lemme 6.29 ces différents cas de création de
radicaux dans PPC, visualisons-les sur un schéma. Dans les schémas suivants,
une abstraction (0)p.b sera dénotée par un nceud binaire (f) dont le fils gauche
représente le motif p et le fils droit le corps b, comme ci-dessous :

(0)
o+ 572

Les quatre cas de création évoqués peuvent étre localisés comme suit sur le
schéma d’un radical :

©)
@

®

@

Exemple 6.28.
Dans ’exemplé filé 6.18, le radical du terme (RE2) est créé par le premier pas de
réduction selon le cas (2%), et le radical du terme (RE3) est créé par le deuxieme
pas de réduction selon le cas (3).

Remarquons ici que le cas (3) est spécifique aux motifs dynamiques, tandis
que le cas (4) existe déja avec les mécanismes de filtrage usuels utilisant des
motifs algébriques, ainsi que nous I'avons vu dans I'exemple 6.24.

Le lemme suivant sanctionne le description des créations de radicaux que
nous venons de décrire.

Lemme 6.29 (Création de radicaux). Soit p : t = c[r]l — c[r'l =t un pas de
réduction dans PPC avec r = ((O)p.b)a et r' = b*. Soit r, = ({O.)pe.be)ac un
radical de t' créé par p. Notons t' = c.[r.]. Alors l'une des propositions suivantes
est vérifiée.
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(1) c=cc[Oaclet b =(0.)p..be.
(2%) La position de r. descend d’une position de la 0-épine de b.

(3) 11 existe un contexte ¢’ tel que ¢ = c.[({0.)c'.boac] et {aclgc'[((0)p.b)al}
n’est pas défini.

(4) 11 existe un contexte c' tel que ¢ = c.[({0:)pc.be)c'l et {c'[((0)p.b)algpe}
n’est pas défini.

Pour la preuve, commencgons comme a la section 5.2 par isoler le cas de la
création d’un radical a la racine du terme.

Lemme 6.30. Sous les hypotheéses du lemme 6.29, si de plus c. =0 et ¢ # O alors
lune des propositions (1), (3), ou (4) est vérifiée.

Démonstration. Remarquons d’abord que ¢, = O implique r, = t' = ¢[b*]. Rai-
sonnons par cas sur ¢ # .
— Cas ¢ =(fo)c’.bg ou ¢ = (B} po.c’. Alors il existe une paire pj, by, telle que
t' =(Bo)py-by, et en particulier ¢ n’est pas un pré-radical. Ceci n’est pas
notre cas.
— Cas c=({0:)p¢.be)c’. Comme ¢ n’est pas un radical (car r. est créé par p),
{c'[({0)p.b)allg p.} nest pas défini et la proposition (4) est vérifiée.
— Cas ¢ =c'a.. Raisonnons par cas sur c'.
— Cas ¢’ =0, cest-a-dire ¢ = Oa,. Alors b* = (0.)p..b. et la proposition (1)
est vérifiée.
— Cas ¢’ =t1c¢" ou ¢’ = ¢"tg, cest-a-dire ¢ = t1c"tg ou ¢ = ¢"totg. Alors il
existe une paire ¢7,t; telle que c[b"]=¢]t}t(. Ceci n’est pas notre cas.
— Cas ¢’ =(0.)p..c”, cest-a-dire ¢ = ({0.)p..c”)a.. Comme le pré-radical ¢
n’est pas un radical, {a /g p.} n’est pas défini. Cela ne change pas dans
t' =0 pe.c"[b*]a., donc t’ n’est pas un radical. Ceci n’est pas notre
cas.
— Cas ¢’ =(0.)c".b,, cest-a-dire ¢ = ({0.)c".b.)a.. Comme le pré-radical ¢
n’est pas un radical, {a./g ¢"[({0) p.b)al} n’est pas défini et 1a proposition
(3) est vérifiée. O

Démonstration du lemme 6.29. Raisonnons par cas sur les positions relatives
de r' et r..

— Sir' et r. sont disjoints, alors le radical r, existe déja dans ¢. Ceci n’est
pas notre cas.

— Si r’ est un sous-terme de r, alors il existe ¢’ tel que r, =c'[r'l et ' =
cclc'[r']]. Comme r. est créé par p, son ancétre c¢’[r] n’est pas un radical
dans t. Supposons que c'[r] soit un pré-radical gelé. Alors il existe dans
¢'[r] une occurrence d’une variable x liée par un lieur de c.. Raisonnons
par cas sur la position de cette variable.

— Si x apparait dans r, alors le pré-radical r est lui-méme gelé, ce qui n’est
pas notre cas.

— Si x apparait dans ¢’ alors le pré-radical ¢'[r'] contient toujours x et est
donc toujours gelé, ce qui n’est pas notre cas.
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Donc ¢'[r] n’est pas un pré-radical gelé, et nous pouvons appliquer le
lemme 6.30 au pas de réduction c¢'[r] — ¢'[r'].
— Si r. est un sous-terme de r’' = b*, alors en remarquant que le filtrat u est

une substitution o il reste trois cas a considérer.

— Sir. est dans le codomaine de o, alors son ancétre est déja un radical.
Ceci n’est pas notre cas.

— Sila position de r. est dans la {#}-épine de b, alors la proposition (2*)
est vérifiée.

— Si la position de r. est dans b mais n’est pas dans la {0}-épine de u,
alors I'ancétre de r. lui est égal et est déja un radical. Ceci n’est pas
notre cas. O

Comme cela a été fait au chapitre 5 pour le A-calcul faible, un étiquetage
du Pure Pattern Calculus peut étre construit par inversion de la description ci-
dessus. La question n’est plus alors d’oit ce radical vient-il ¢ mais quelles peuvent
étre les conséquences futures de cette étape de réduction ? Si chaque radical réduit
laisse son empreinte a tout endroit ot il peut contribuer a quelque chose (et
a aucun autre endroit!), alors l'origine d’un radical peut étre reconstituée par
une collecte des informations qui ont été laissées a cette place par les pas de
réduction passés.

Pour réaliser ceci nous allons ajouter des étiquettes a la syntaxe de PPC, de
manieére que chaque étiquette enregistre les informations localement pertinentes
a propos des réduction passées, et que les réductions agissent sur ces étiquettes
pour maintenir les informations a jour.

Comme au chapitre 5 mais a la différence des chapitres 2 a 4 précédents, un
nom est attribué a chaque radical. Ce nom est déduit des étiquettes du radical
et sert a marquer les potentielles contributions futures.

La réduction d’'un radical r de nom Q tranforme les étiquettes du réduit.
D’abord r peut contribuer a quelque chose a sa racine, par le cas (1). Une éti-
quette [Q] dénotant 1’épicentre de () est ajoutée a la racine du réduit pour
témoigner de ceci. De plus, si r est un filtage réussi, alors il produit une substi-
tution. Dans ce cas r peut contribuer & quelque chose par le cas (2%), 4 n'importe
quelle position le long du chemin de propagation de la substitution, qui corres-
pond a une épine dans le vocabulaire des chapitres précédents. Cet autre type
de contribution sera marqué dans les étiquettes par la construction [Q, a] que
nous avons déja vue, qui dénote rappelons-le une copie de a déclenchée par Q.
Le schéma suivant résume ceci :

[
@

(xix;j...)
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Pour linstant, nous n’avons qu'une transcription directe de 1’étiquetage
construit au chapitre 5. Les contributions des réductions du motif et de I'argu-
ment ne sont pas encore visibles ici. En effet, ces contributions ne concernent
pas le réduit du radical mais d’autres positions indéterminées du contexte.

La conception d'un mécanisme tenant compte de ces contributions non lo-
cales est I'une des difficultés importantes de ce chapitre, difficulté qui est due
notamment au fait que PPC n’est pas défini par une régle CRS usuelle mais
par une méta-opération complexe. Cette difficulté pourrait étre contournée en
passant par un encodage de PPC dans un cadre plus explicite, notamment au
moyen de la traduction dans les HRSS proposée par van Oostrom et van Raam-
sdonk [vOvR11]. Nous ne nous autoriserons cependant pas cette simplification
ici, et profiterons plut6t de cette occasion pour tester I'expressivité du cadre
axiomatique des SLS.

Ainsi, aux étiquettes laissées dans les termes a attention des pas de réduc-
tion futurs, nous ajoutons un mécanisme de collecte des étiquettes laissées par
les pas de réduction passés dans le motif et dans ’argument : toute information
pertinente trouvée dans son motif p ou dans son argument a sera incluse dans
le nom Q d’un radical ({8)p.b)a. La difficulté que nous devons résoudre alors
est de discriminer dans le motif p et 'argument a les informations pertinentes
des informations non pertinentes. En particulier, ces informations ne seront pas
les mémes en cas de réussite ou d’échec du filtrage, ce qui sera illustré par les
exemples 6.34 a 6.36. Nous verrons notamment que les préfixes pertinents du
motif p et de 'argument a sont mutuellement dépendants, et sont déterminés
dynamiquement par la méta-opération de filtrage elle-méme. C’est donc a cette
méta-opération que reviendra la tache de collecter les informations pertinentes
contenues dans le motif p et Pargument a. Les autres aspects de la définition du
systéme ayant déja été essentiellement explorés au chapitre 5 précédent, c’est
cet enrichissement de I'opération de filtrage composé qui est le premier enjeu de
la section 6.4 suivante.

6.4 Filtrage étiqueté

Cette section introduit la syntaxe du Pure Pattern Calculus étiqueté, et
définit une opération de filtrage composé qui collecte a la volée les étiquettes
pertinentes du motif et de 'argument.

La syntaxe de PPC est augmentée des étiquettes introduites a la section
précédente, qui sont identiques a celles employées au chapitre 5. De méme, nous
n’allons pas ici faire porter les étiquettes par les symboles de la syntaxe d’origine,
mais plutét leur donner des positions propres, et distinguer dans la grammaire
deux catégories syntaxiques a part caractérisant les termes étiquetés qui ont ou
n’ont pas une étiquette a leur racine.

Définition 6.31 (Etiquettes et termes étiquetés).
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a == p|[Q]|[Q,al] Etiquettes
[LAQ == ajag... a, Séquences d’étiquettes
XY, Z == T|N Termes étiquetés
N == x|TT|6)T.T Termes étiquetés incomplets
A,B,P,R,T := x|a:X Termes étiquetés complets

olt n est un entiers strictement positif, x,y,z € X sont des variables, 0,7 sont des
séquences de variables, et p est une position. Comme avant, un terme initial est
un terme dont les étiquettes sont toutes initiales et différentes. Pour toute séquence
d’étiquettes I' =y1...yy et tout terme X, nous abrégerons y1:... :y,: X enI'-X.

Les lettres P, B, et A sont toujours utilisées pour dénoter des termes ayant
un role de motif, de corps de fonction ou d’argument, et la lettre grecque Q
indique le nom d’un radical. Les étiquettes peuvent ici étre vues comme des
membres a part entiere de la signature du systéme, et les notions de positions sur
des termes syntaxiques les prennent donc en compte. Les notions de variables et
matchables libres, d’a-conversion et de substitution sont héritées naturellement
de PPC (définitions 6.9, 6.10, et 6.12).

Exemple 6.32.

Ce schéma montre un étiquetage que nous pouvons supposer initial du terme
(RE1) de ’exemple filé 6.18. Ce terme étiqueté sera nommé (L1) dans les exemples
subséquents.

a
@
)//12\6 Vc/\

5.2 ¢ /@\C)L Moo Z>\ 1Y

n
X1 X
/(y)

(7] g/ Nl
@ 2 ¢
w5

Notons que ce schéma est compressé : en réalité les étiquettes sont des nceuds a
part entiére intercalés entre les nceuds principaux.

Comme au chapitre 5 (définition 5.8), 1a relation de contribution directe —%

est une relation sur les séquences d’étiquettes. Rappelons sa définition.

Définition 6.33 (Contribution). Une séquence d’étiquettes Q) contribue direc-
tement & une séquence d’étiquettes T, noté Q —9 T, si et seulement s’il existe deux
séquences d’étiquettes éventuellement vides T'q et T'g telles que T’ =T1[Q]T'g ou
I'=T1[Q, all'2. Nous notons — et appelons relation de contribution la cléture
transitive de —<.

Il nous faut maintenant définir une notion de filtrage composé étiqueté sur
les termes étiquetés, qui d’'une part effectue sur les termes le méme travail
que le filtrage composé de PPC, et d’autre part collecte les étiquettes utiles du
motif et de ’'argument. Un filtrage composé étiqueté {A/g P}, s’il ne renvoie pas
X, va renvoyer une paire (A, u) formée d’'une séquence d’étiquettes A et d'un
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filtrat défini p. La séquence A contient les informations de contribution relatives
aux réductions du motif et de 'argument, que la méta-opération de filtrage a
collectées a la volée.

La discipline proposée pour faire intervenir les étiquettes du préfixe et de
Pargument d’'un radical dans son nom est la suivante : en cas de filtrage réussi,
c’est-a-dire produisant une substitution, toutes les étiquettes des positions ex-
plorées par 'opération de filtrage composé doivent étre retenues dans le nom.
En cas d’échec de filtrage en revanche, c’est-a-dire d’un filtrage renvoyant L,
ne seront conservées que les étiquettes des positions qu’il est nécessaire d’ex-
plorer pour atteindre chacune des erreurs présentes. Dans ce dernier cas nous
ignorerons donc en particulier les étiquettes des branches du filtrage qui ne
participent pas a son échec. Enfin, il n’y a pas de radical si le filtrage renvoie
X, et la question du nom ne se pose alors pas. Nous discuterons a la section 6.7
certaines variantes possibles.

Dans tous les cas, la clé est de collecter les étiquettes des positions « visitées »
par le filtrage composé étiqueté. Cependant, cette formulation contient un piege,
car si certaines positions sont explicitement visitées par le filtrage, d’autres ne le
sont qu'implicitement. En effet, plusieurs équations de la définition du filtrage
composé invoquent des tests de testabilités du motif et/ou de ’'argument, tests
qui impliquent une inspection implicite d’'une partie de la structure des termes
concernés, comme le montrent les exemples 6.34 a 6.36.

Exemple 6.34.
Considérons le filtrage

{é(cX)/ éx}
et sa version étiquetée

{a:@B:¢,y:@6:¢,(:X))yn:@x:¢,u:%)}

ot X est un terme étiqueté quelconque. Nous attendons de ce filtrage qu’il réussisse
et génere la substitution {x := y:@(6 : ¢, : X)}. Décomposons la méta-opération
de filtrage composé (sans les étiquettes) pour observer les positions visitées par le
filtrage :

féex)/ éxd
= {éléYwl{cX/, x} car ¢(¢X) et ¢x testables
= {fw{éX/,z} car ¢ & {x}
= {x:=¢éX} car x € {x}

Nous avons d’abord une décomposition de U'application externe, puis une compa-
raison des deux symboles ¢, et enfin une reconnaissance de la variable de filtrage
X. Notons que la position de lapplication (¢X) n’est pas examinée. Ainsi, nous
devons collecter ici toutes les étiquettes sauf'y, 6, et (.

Exemple 6.35.
Considérons une variation du filtrage de l’exemple précédent ou les applications
ont été retournées.

{(eX)é/ xC})
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{a:@y:@6:¢,(:X),B:8)yn:@u:xx:6)}

Nous attendons de ce filtrage qu’il réussisse encore et génere la méme substitution
{x := B:@(y:¢,6 : X)}. La méta-opération de filtrage se déroule alors de la méme
maniére, mais avec un point a noter : la vérification de testabilité de 'argument
se fait sur (¢X)é plutét que sur ¢(¢X). Par conséquent, la structure du sous-
argument ¢X doit étre examinée pour découvrir le constructeur ¢ le plus a gauche,
ce qui signifie que les étiquettes y et 6 sont maintenant visitées implicitement et
doivent étre collectées. Seule Uétiquette ( peut finalement étre omise.

Exemple 6.36.
Considérons enfin le filtrage

{(66)élg (e8)d }
{a:@(ﬁ:@(y:é,&:é),(:é)/(Dn:@(K:@(u:é,v:é),fzél)}
Il échoue a cause de la branche la plus a droite {0 : ¢/pé : d}. Cependant, la
découverte de cette erreur nécessite la décomposition de l'application externe,
qui elle-méme dépend de la testabilité de I'ensemble. Ainsi la branche la plus a

gauche doit implicitement étre également intégralement explorée, et seules les
positions des étiquettes § et v peuvent étre ignorées.

La maniere la plus simple d’intégrer au filtrage composé une collecte de
toutes les étiquettes pertinentes du motif consiste donc a accumuler d’'une
part les étiquettes des positions explicitement visitées par le filtrage composé
étiqueté, et d’autre part les étiquettes des positions implicitement visitées par
des tests de testabilité, ces dernieres formant des séquences d’étiquettes que
nous appellerons témoins de testabilité (définition 6.38 a venir).

Pour formaliser ceci, étendons a la syntaxe étiquetée les notions de structures
de données et de formes testables.

Définition 6.37 (Formes testables étiquetées). Les formes testables étiquetées
sont définies par la grammaire suivante.

D = x |D;T | Dy Structures de données étiquetées
D; = a:D Structures de données completement étiquetées
M = D|(@)P.B|a:M Formes testables étiquetées

A chaque forme testable étiquetée M est associée une séquence d’étiquette
appelée témoin de testabilité, dont le but est de collecter toutes les informations
concernant les événements passés qui ont contribué a mettre M sous forme
testable.

Définition 6.38 (Témoin de testabilité). Le témoin de testabilité d’une forme
testable étiquetée M, noté |M|, est défini par les équations suivantes.

la:Z| = alZ|
x| = €
|T1Tel = T4l

KOYP.B| = ¢
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L'idée directrice de la collecte effectuée a la volée par le filtrage composé
étiqueté est donc : accumuler les étiquettes des positions explicitement visitées,
et les témoins de testabilité des sous-termes dont la testabilité est demandée.
Nous pouvons voir a 'exemple 6.39 que cette technique est fortement redondante.

Exemple 6.39.
Reprenons le filtrage de I’exemple 6.36 précédent

{a:@(ﬂ:@()/:é,(?:é),(:é)/gn:@(K:@(u:é,v:é),g‘:&)}

Sa premiere étape décompose I'application externe apres vérification des testabili-
tés du motif n: @k :@(u:¢,v:¢é),¢: d) et de Pargument a:@(B:@(y:¢,6:¢),(:¢),
ce qui incite a collecter les témoins de testabilité nxu et afy. La deuxiéme étape,
de décomposition encore, vérifie la testabilité du sous-motif k : @(u:¢é,v:¢) et du
sous-argument B:@(y:¢,6 : ¢), incitant & la collecte des témoins de testabilité k
et By. Ces deux derniers témoins de testabilité sont strictement recouverts par les
deux premiers. En effet, le premier test de testabilité contenait le second.

Nous pourrions botter en touche et présenter A non comme une séquence
mais comme un ensemble d’étiquettes collectées. La solution est tout a fait
légitime, et ne demande qu’'une complexification mineure de la structure des
étiquettes. Ceci dit, traiter le probleme de front est motif a explorer un peu plus
la structure du Pure Pattern Calculus. Accordons-nous cet instant de coquetterie.

Les redondances observées ont deux causes :

— Comme vu a I'exemple 6.39, nous faisons certains tests de testabilité
plusieurs fois. Ce phénomeéne est lié a la définition du filtrage composé du
Pure Pattern Calculus.

— Une collecte naive tendrait a enregistrer plusieurs fois une étiquette qui
serait d’abord visitée implicitement par un test de testabilité puis visitée
explicitement par le filtrage composé.

Les redondances des tests de testabilité pourraient étre annulées en se basant
sur une définition alternative du filtrage composé de PPC, dans laquelle les
structures de données ne seraient pas décomposées argument par argument
comme le suggere ’équation

faiaolopip2l = {ailppitwias/opal
mais seraient décomposées en une seule fois, par une équation de la forme
fai...an/op1-..pn} = fat/ep1dw...wlas/opnl

Ainsi, le test de testabilité qui est associé a 'une comme a I'autre de ces deux
équations pourrait étre factorisé dans le deuxiéme cas.

Exemple 6.40.
Le filtrage composé de l'exemple 6.39

{(éé)élg(éé)d}
{é¢/gééywiélyd} car é6¢ et ¢éd testables
= {{é/gé}}Lﬂ{{é/gé}}Lﬂ{{é/g&}} car ¢¢ et ¢¢ testables
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pourrait étre raccourci en
{(éo)élg(eo)d}
= {élpéYwiélpé}wiélpd} car €¢¢ et ééd testables

Et dans ce cas la testabilité des sous-termes x : @(u:¢,v:¢é) et f:@(y:¢,0:¢)
n’aurait pas besoin d’étre revérifiée.

Nous verrons cependant que cette transformation de la définition n’est pas
nécessaire ici. Nous pouvons en effet éliminer d’'un coup les deux sources de
redondances, en déclinant le filtrage composé étiqueté {Y /9 X } en deux mode :
un premier a appliquer par défaut, noté {Y/g X }4, et qui collecte toutes les
étiquettes qu’il visite et tous les témoins des tests de testabilité qu’il demande,
et un deuxieme a appliquer aux termes dont la testabilité a déja été testée, noté
{Y/9 X}, et qui omet ce qui est censé avoir été déja enregistré (a la fois les
étiquettes visitées et les tests de testabilité redondants). C’est dans les deux
cas la sixiéme équation (celle gérant la décomposition d’'une application) qui
montrera l'articulation entre ces deux modes.

Définition 6.41 (Filtrage composé étiqueté). Lexpression a : (A,u) (resp. I'-
(A, 1) est une notation pour la paire (aA,u) (resp. (A, ). Dans lUexpression
{Y /9 X}, utilisée ci-dessous, le mode m désigne soit d soit t. Ces deux modes
sont mutuellement définis ainsi :

Yia:ZY}; = a:{Y/Z}y

{Y/gzly = (g,{x:=Y}) x€e0
{Y/o((t)P.B)}g = (g,1)
fa:Z/hXYy = a:{Z/phX}y sinon
fx/0xdg = (e,{) x¢0
fA1Ao/gP1P2}y = |P1l-1A1]l-({A1/9P1};w{As/gPol}y) A1Aq, P1Py formes testables
{YeX}y = (X|-1Y],L1) Y , X formes testables, sinon
{YoX}y = X sinon
{(Yipa:Z}, = {Y/pZ},
{Ylz}; = (e,{x:=Y} x€ef
{Y/o((r)P.B)}; = (g,1)
{a:Z/y XYy = {Z/hX} sinon
{&/pz} = (&, x g0
fA1A9/gP1P2}; = {A1/pP1}sw{As/gPo}y A1As, PPy formes testables
{YeX}: = (g1) Y, X formes testables, sinon
{Y/oX}, = X sinon

otr 'union disjointe de filtrats W est étendue aux paires par la table suivante :

W ‘ (Ag,09) (Ag, 1) X
(A1,01) | (A1Ag,01w02)  (Ag, L) X
(A1, 1) (A, 1) (A1Ag, 1) (Ag,1)

X X (Ag, 1) X
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Fait a noter dans la forme de cette union disjointe : la séquence A associée
a une branche dans laquelle une erreur de filtrage a été constatée est toujours
conservée. En particulier, une erreur de filtrage 'emporte (et transmet son A)
sur une branche indéfinie, et la combinaison de deux erreurs retient les deux
séquences A. En revanche, une erreur combinée a un filtrage réussi efface a la
fois le résultat du filtrage réussi et le A associé (pour ne garder que le A de la
branche produisant ’erreur).

Remarque 6.42. Le mode {Y /g X }; étant censé étre utilisé uniquement sur des
motifs et arguments dont la testabilité a déja été testée, les conditions de testabilité
accompagnant Pavant-derniére et Uantépénultiéeme équations sont inutiles. De
méme, en utilisation normale le cas X est superflu pour ce mode.

Exemple 6.43.
Pour le radical du terme étiqueté (1) (exemple 6.32) représenté graphiquement
par

\M

(x1x2>

Y ( V / ~ f

5 /@/ n @\ nA/< )\ 0
K1 Xy cA 2 @

0,/ N
by \1<

le filtrage composé étiqueté simple réussit et renvoie la substitution
o = {x1:=v:ie,xe:=¢(:((2)m:2.p:(0:2)1:¢))}
ainsi que la séquence d’étiquettes

A = ybuve

En préparation de la section 6.6 sur les propriétés causales du systéeme
étiqueté que nous définissons ici, le lemme 6.44 énonce une propriété du fil-
trage composé étiqueté par défaut {Y/yp X }; qui le différencie de I'autre version
{Y/p X}

Lemme 6.44 (Témoins de testabilité). Soient X et Y deux termes étiquetés. Si
{Y/oXb}q=(Aw), alors | X|EAet |[Y|EA.

Démonstration. Par induction sur {Y/y X },4. O

Comme dans le Pure Pattern Calculus, le résultat du filtrage d'un argument
étiqueté par un motif étiqueté est obtenu apres un test sur le domaine de la
substitution éventuelle renvoyée par le filtrage composé étiqueté, en ajoutant
que le filtrage composé étiqueté commence en mode « défaut ».
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Définition 6.45 (Filtrage étiqueté). Le filtrage étiqueté d’'un argument éti-
queté A par un motif étiqueté P avec variables de filtrage 6, noté {A/y P}, est
défini par les cas suivants :

- Si {A/gPYg=(A,1), alors {A/gP}=(A,1).

- Si {A/gP}g=(A,0)et 0 =dom(o), alors {A/gP} =(A,0).

- Si {A/gP}y=(A,0) et 0 #dom(o), alors {A/gP} = (A, L).
Remarquons que le filtrage étiqueté de A par P n’est pas défini si {A/gP}yq=X

6.5 Pure Pattern Calculus faible étiqueté

Nous pouvons maintenant définir la dynamique du Pure Pattern Calculus
faible étiqueté et montrer que le systéme définit un systéme de partage étiqueté
SLS essentiellement de la méme fagon qu’a la section 5.3 pour le A-calcul faible
étiqueté.

6.5.1 Définition

Comme dans les chapitres 2, 3 et 5 la réduction étiquetée va isoler un
préfixe de la fonction dont les étiquettes seront modifiées. Au chapitre 2 le
préfixe modifié était le squelette de la fonction (pour modéliser la technique de
Wadsworth [Wad71]), tandis qu’au chapitre 5 il s’agissait de son épine (pour
rester au plus prés du A-calcul étiqueté de Blanc, Lévy et Maranget [BLMO7]).
Nous avons vu au chapitre 3 que les deux options généraient pour le A-calcul la
méme réduction partagée (théoreme 3.26 de partage équivalent). De plus nous
avons évoqué a la section 5.6 que les deux options pourraient avoir la méme
pertinence du point de vue de la causalité, la propagation des étiquettes au
squelette ne faisant pas plus qu’anticiper des propagations qui sont faites a
terme dans le A-calcul de Blanc, Lévy et Maranget [BLMO07] (nous verrons au
chapitre 7 dans le cadre des CRS faibles orthogonaux qu’utiliser les squelettes
comme base des propagations d’étiquettes permet effectivement d’obtenir les
mémes résultats de correction et de complétude causales).

Nous avons donc la liberté pour cette section de choisir entre les épines et
les squelettes pour définir les zones dont les étiquettes sont modifiées. Nous
prendrons les squelettes, dont la définition va maintenant étre adaptée a PPC.
Comme pour le A-calcul (définition 2.5) un squelette ()Y est obtenu en retirant
de t ses expressions libres dans lesquelles aucune variable de 6 n’apparait libre.
Notons que dans la transcription & PPC nous parlons bien des variables libres,
et non des matchables libres.

Définition 6.46 (Theta-squelettes). Le O-squelette d’un terme t, noté ((£))?, est
le préfixe de t défini ainsi :

@»y? = O Ontv(t) =g
Sinon:
(ap? = « x€0
(tta)? = (Ean?(ta?

Wop.b? = (mypH?.«byiVT
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Le squelette d’une abstraction (0)p.b est le préfixe (0)0.{(b)Y.

Comme ici les étiquettes augmentent la structure des termes, précisons la
définition des squelettes sur les termes du Pure Pattern Calculus étiqueté :

Définition 6.47 (Theta-squelettes étiquetés). Le O-squelette étiqueté d’un
terme étiqueté X, noté (X ))0, est le préfixe de X défini ainsi :

«xXn? = o Onfv(X)=9
Sinon:
Ca:X»° = a:¢x)»?

ap? = «x x€e0
(T1T2)? = ((TIHOT2)?)

WP.BYY = (n)P»0.«Byov"

Le squelette d’une abstraction (0)P.B est le préfixe (9)0.(B)°.

De méme, le réétiquetage uniforme [, X] d’'un contexte d’arité arbitraire X
se transpose encore au cadre de PPC :

[Qa:X] = [Q,a]:[Q,X]

Q0O = O
[Q,x] = x
[Q,x] = %

[Q,T:T2] = [Q,T11Q,T9]
[Q,0)P.B] = (6)[Q,Pl.[Q,B]

Nous pouvons enfin définir la réduction du Pure Pattern Calculus faible
étiqueté.

Définition 6.48 (Regles de réduction étiquetée). Un pré-radical étiqueté est
un terme étiqueté complet de la forme

R = a:(T'-(®)P.B)A)

Un tel pré-radical étiqueté est un radical quand a la fois sa position n’est
pas gelée et le filtrage {A/g P} est défini. Dans ce cas, notons {Alg P} = (A, u) et
attribuons le nom Q = al'A a tout pas de réduction dont le radical est R. Notons
de plus B =SI[B1,...,B,lavec S = (BYY. Nous avons alors

R=a:((T-(®)P.S[By,...,B,DA) & [Q1:0Q,SIBj,...,B,)"

ot comme précédemment X+ =T, pour tout terme X, avec un terme T fixé
arbitraire qui est une forme normale close, par exemple lidentité munie de
certaines étiquettes initiales distinguées :

T, = ai: @@ :%).(6L:%)
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C’est ce dernier cas d’échec X+ =t qui motive l'utilisation de 'expression
([Q,S1[B1,...,B,D" en place de I'expression [Q,S]#[B1,...,B,] plus couramment
utilisée dans les chapitres précédents, mais qui ne serait pas correcte ici.

Exemple 6.49.
La réduction du radical (L1) de l'exemple 6.32 donne le réduit suivant, avec
Q=apfyduve.

Q]

[Q,{]

(.01 @ 3

(. 12000
—% B

UZ/@\CT

n Sz
P

6.5.2 Propriété de partage

Nous vérifions maintenant que le Pure Pattern Calculus faible étiqueté est un
SLS, et donc spécifie une notion de réduction partagée. La vérification reprend
essentiellement celle faite au chapitre 2 pour le A-calcul faible étiqueté spécifiant
la technique de Wadsworth.

Comme au chapitre 5, 'ordre sur les étiquettes utilisé pour la définition d’'un
SLS est adapté a la présence de séquence d’étiquettes, et ne coincide pas avec la
relation de contribution —.

Définition 6.50 (Ordre sur les étiquettes). Lensemble £ des étiquettes du Pure
Pattern Calculus faible étiqueté est muni de l'ordre partiel < généré par :

w1 = [wi...w,]
w1 < [wi...0,,a]

Comme au chapitre 2 (définition 2.22 et lemme 2.24) nous allons utiliser
Iinvariant des squelettes arborescents, qui témoigne du fait qu’aucun partage ne
peut apparaitre a I'intérieur d'un squelette en réduction faible.

Lemme 6.51 (Squelettes et substitutions, adapté du lemme 2.7). Soient (0)p.b
un cas et o une substitution telles que ({0)p.b)° est définie. Alors (0)p.b et
((B)p.b)° ont méme squelette.

Démonstration. Sidom(cg)Nfv({f)p.b)= @ alors c’est immédiat. Supposons donc
dom(o) N£v({@)p.b) # @. Les occurrences libres de variables du domaine de o
sont en particulier des expressions libres de (f)p.b et n’appartiennent pas
au squelette. De méme, la définition de ({f)p.b)” implique que les occurrences
substituées d’éléments du codomaine de o sont libres dans ({8)p.b)? et n’influent
pas sur le squelette. O
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Lemme 6.52 (Invariance des squelettes, adapté du lemme 2.8). Soient p: ¢t — t'
une étape de réduction faible et s’ un squelette dans t' de position q'. Notons g
Vancétre dans t de q'. Alors t|, est une abstraction et son squelette s est égal & s'.

Démonstration. Par cas sur la position g, = root(p) de p relativement a q.

— Si g, et g sont disjointes alors c’est immédiat.

— Si g est un préfixe de g, alors g, est soit dans le squelette, soit dans une
expression libre de ¢|,. Le premier cas est interdit par la réduction faible
car il implique que g, soit gelée. Dans le deuxiéme cas le lemme 6.51
conclut.

— Si g, est un préfixe de g, alors soit s est le squelette principal du radical,
soit s est strictement inclus dans ce dernier, soit s est inclus dans une
expression libre de ¢|,. Le premier cas contredit I’hypothése car la racine
du squelette principal n’a pas de descendant. Le deuxiéme cas est résolu
par le lemme 6.51. Dans le troisieme cas ¢|, est égal a ses descendants
éventuels. O

Nous pouvons obtenir immédiatement ’équivalent étiqueté :

Lemme 6.53 (Invariance des squelettes, adapté du lemme 2.23). Soit X — X'
une étape de réduction étiquetée faible dont le radical a pour nom €, et soit S’
un squelette dans X'. Notons S le squelette de X ancétre de S'. Alors S' =S ou
S'=1[Q,S1.

Définition 6.54 (Propriété des squelettes arborescents). Nous dirons qu’un
terme étiqueté X vérifie la propriété des squelettes arborescents, noté F(X) si pour
tout squelette S dans X, les étiquettes de S sont deux & deux distinctes.

Le lemme 6.53 a pour corollaire immédiat :

Lemme 6.55 (Squelette arborescents). Soit X — X' une étape de réduction
étiquetée faible. Si F(X) alors F(X').

Enfin, nous pouvons procéder a I'instanciation du formalisme abstrait des
SLS sur le Pure Pattern Calculus faible étiqueté. Dans cette instanciation nous
notons seq(¥) 'ensemble des séquences sur &X'

Instanciation 6.56. Considérons le triplet (&#,9 ,2) formé de :
— la signature & =Z U{x | x e ZYu L Uu{@ U{[O] | O € seq(X)}, ot les
étiquettes sont considérées comme des symboles d’arité 1 et les cas comme
des symboles d’arité 2.
— lensemble 9 des termes étiquetés vérifiant la propriété des squelettes
arborescents.
— lensemble % des pas de réduction faible étiquetée dont la source vérifie la
propriété des squelettes arborescents.
Pour tout pas de réduction p € &, notons

cla:((T-(®)P.S[By,...,B,DA)] — c[[Q]:(Q,S1B1,...,B,)"]

et définissons de méme que précédemment :
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- dex(p)=a:((I'-(0)P.S[By,...,B,DA)
duct(p) = Q] : ([Q,S1[B3,...,B, D"
ctx(p)=c

effz(p) ={e}ul-(pos(S)\ foy(S))

ot £09(S) = Usxeq £0x(S).

Lemme 6.57. Le systéeme X =(%,9 ,%,dex,duct,ctx,effz) est un ATRS mar-

qué.

Démonstration.

Source & Cible Par lemme 6.55.

Résidus L'ancétre d'une position gelée est gelé. De plus la méta-opération de
filtrage n’est définie qu’en fonction du radical et non de son contexte.

Zone d’effet Soit un pas de réduction
cla:((T-(0)P.S[By,...,B,DA)] — cl[Q1:([Q,S1[By,...,B,)"]

Par définition de eff£z(p), toute position hors de la zone d’effet désigne soit
un sous-terme de A soit un sous-terme de I'un des B;. O

Lemme 6.58. Le triplet (£,<,X) est un SLS.

Démonstration.
Etiquette racine La racine de tout radical est une étiquette.

Progression Toute étiquette de la zone d’effet d’'un pas de réduction est de la
forme [Q] ou [Q, a] ou Q est le nom du radical. Par définition, Q est une
séquence d’étiquettes commencant par 7(p). Donc en particulier 7(p) < [QQ]
et 7(p) = [Q,al.

Héritage Soient un pas de réduction p € Z et deux étiquettes a,f € £ telles
que B est une étiquette de la zone d’effet de p, a # 7(p) et @ < . En
particulier § est de la forme [w;...w,] ou [w;...w,,Y] avec w1 = 7(p). Donc
a <wi et méme a <wj.

Partage Si on omet sa racine qui est une étiquette [(2], la zone d’effet d’'un pas
de réduction est de la forme [€2,S] ot S est inclus dans un squelette de
la source. Par propriété des squelette arborescents, les étiquettes de deux
positions différentes de la zone d’effet ne peuvent donc étre égales. O

Ainsi, notre étiquetage du Pure Pattern Calculus faible définit un SLS et
donc une notion de réduction partagée. Nous allons maintenant discuter les
propriétés causales de cet étiquetage.

6.6 Propriétés causales

Lenjeu de cette section est la preuve des lemmes 6.59 de contribution directe
et 6.60 de stabilité des radicaux, qui expriment certaines propriétés causales de
Iétiquetage du Pure Pattern Calculus proposé en section 6.5.
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Le lemme 6.59 de contribution directe est ’exact équivalent du lemme 5.22
de contribution directe énoncé pour le A-calcul faible étiqueté. Le lemme 6.60 de
stabilité des radicaux en revanche differe de son homologue 5.23 : comme nous
le verrons a la section 6.7 il n’est plus possible dans le Pure Pattern Calculus
d’assurer que le nom d’un résidu est toujours égal au nom de son ancétre comme
nous l'avions fait dans le lemme 5.23 pour le A-calcul faible étiqueté. A la place,
le lemme 6.60 énonce une certaine monotonie dans I’évolution des noms de
radicaux par résiduation : I’ensemble des contributeurs du nom d’un radical ne
peut que croitre par résiduation. Les modalités de cette croissance sont énoncées
précisément par les lemmes 6.70 et 6.71 de stabilité des filtrages.

Les propriétés de correction et de complétude causales qui étaient énoncées
par les théoremes 5.27 et 5.29 pour le A-calcul faible étiqueté ne seront pas
reproduites ici, mais seront discutées a la section 6.7.

Enoncons d’abord les deux lemmes cibles de cette section.

Lemme 6.59 (Contribution directe). Pour tout pas de réduction p:T — T' de
nom €, si p. est un pas de réduction de source T' et de nom Q. qui est créé par p,
alors Q =% Q..

Lemme 6.60 (Stabilité des radicaux). Soit p: X — X' un pas de réduction de
nom Q. Soit p, un pas de réduction de source X et de nom Q, et de radical
R,. Si R4 est un descendant de R, dans X', alors R4 est le radical d’'un pas de
réduction pg (résidu de py) et de nom Qg tel que :

- Si Qq # Qg alors Q—% Q.
— Pour tout nom Q' tel que Q' — Q, nous avons aussi Q' — Qg.

Pour chacun de ces deux lemmes 6.59 et 6.60, 'étape intermédiaire principale
sera une étude du résultat d’'une opération de filtrage étiqueté, avec respective-
ment le lemme 6.69 de réduction dans un filtrage indéfini et les lemmes 6.70
et 6.71 de réduction dans un filtrage défini. Ces trois lemmes 6.69, 6.70 et 6.71
seront essentiellement issus d’'une analyse de 'opération de filtrage composé
étiqueté, dans laquelle ces deux aspects (réduction dans un filtrage indéfini ou
défini) devront étre mélangés, a cause de I'entralecement entre filtrages définis
et indéfinis qui est apporté par la définition de I'union disjointe de filtrats (défi-
nition 6.41). C’est le lemme 6.65 du filtrage composé étiqueté et son jumeau 6.67
qui vont sanctionner cette analyse de toutes les évolutions possibles d’un filtrage
composé étiqueté (défini ou indéfini) et représenter la majeure partie du travail
technique de cette section.

L'ensemble est résumé dans le graphe de dépendances suivant.
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Forme testable Filtrage composé Filtrage Radical
c :
2 | L ees | :
\g 6.61 — 6.62 _—§ 6.67.(1) —-—) 6.69 —-—>§ 6.59
&) :
6.65.2) \ | :
g .
£ 6672\ 70
5 : 6.60
A :
6.63 — 6.65.(3) <+—— 6.71

Un premier groupe de résultats intermédiaires est formé par les lemmes 6.61
a4 6.63 qui donnent les propriétés de création et de stabilité des formes testables.
Les deux résultats principaux sont la stabilité des témoins testabilité par descen-
dance (lemme 6.63) et ’'apparition du nom du pas de réduction dans le témoin
de testabilité de toute nouvelle forme testable (lemme 6.62).

Lemme 6.61 (Création d'une structure de données). Soient X un terme étiqueté
qui n’est pas une structure de données étiquetée, et p : X — X' un pas de réduction
de nom Q tel que X' est une structure de données étiquetée. Alors [Q] € | X'|.

Démonstration. Raisonnons par induction sur p : X — X' avec X’ une structure
de données étiquetée mais pas X :

— Cas a:((I'-{(9)P.B)A) — X' par un pas de réduction a la racine. Alors X’
est de la forme [Q] : B'. En particulier |[X'| = [Q]|X]| et [Q] € | X'|.

—Casa:Z — a:Z avec Z — Z'. Le terme étiqueté a : Z n’est pas une
structure de données étiquetée, ainsi Z n’est pas une structure de données
étiquetée. De méme « : Z' est une structure de données étiquetée, ainsi Z’
est une structure de données étiquetée. Alors par hypothéese d’induction
[Q]€|Z'|. Donc [Q] € |a: Z'|.

— Cas T1T; — T Te avec T1 — T;. Comme précédemment, T est une
structure de données étiquetées mais pas 7'1. Par hypothese d’induction
[Q] € |Tl. Donc [Q] € |T|Tql.

— CasT1Ty—T1 Té avec Ty — T’2. Comme précédemment 7’1 n’est pas une
structure de données étiquetée. En particulier T T, n’est pas non plus
une structure de données étiquetée, ce qui n’est pas notre cas.

— Cas (0)P.B — X'. Alors X' est de la forme (9)P'.B’ et en particulier n’est
pas une structure de données étiquetée, ce qui n’est pas notre cas. O

Lemme 6.62 (Création d'une forme testable). Soient X un terme étiqueté qui
n’est pas une forme testable, et p : X — X' un pas de réduction de nom Q tel que
X' est une forme testable. Alors [Q] € | X|.
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Démonstration. Si X' est une structure de données, alors le lemme 6.61 conclut.
Supposons donc que X' est de la forme I"-({0’)P’.B’). Dans ce cas |X'| =T".
Par hypothese X n’est pas une forme testable, et est donc de la forme I'- R
avec R le radical de p. Le réduit de p est de la forme [Q] : R'. En particulier
X' =T-([Q]:R’), donc I'[Q] est un préfixe de |X'| et [Q] € | X]. O

Lemme 6.63 (Stabilité de la testabilité). Soient X un terme étiqueté qui est une
forme testable, et p : X — X' un pas de réduction. Alors X' est toujours une forme
testable, et | X'| = |X|.

Démonstration. Par induction sur la définition des formes testables, en remar-
quant qu’un pré-radical n’est pas une forme testable. O

Nous arrivons maintenant au niveau du filtrage composé étiqueté, ou les
résultats de création d’un filtrage composé et d’évolution d’un filtrage composé
qui réussit ou qui échoue doivent étre associés dans une méme analyse (voir
remarque 6.66 entre ’énoncé et la démonstration du lemme 6.65). Nous séparons
en un lemme 6.65 relatif a la réduction dans 'argument et un lemme 6.67 relatif
a la réduction dans le motif.

Convention 6.64. Soient deux substitutions o = {x1 := T1,...,x, := Ty} et
oy ={x1 :=Uy,...,x, := U,} qui ont méme support. Nous noterons o — oy s’il
existe i €{1,...,n} tel que T; — Uj et pour tout j#i, T;=U;.

Rappelons qu'un symbole y représente un filtrat défini, c’est-a-dire une
substitution o ou un échec 1.

Lemme 6.65 (Filtrage composé étiqueté). Soient X et Y deux termes étiquetés,
p:Y —Y' un pas de réduction de nom Q, et m € {d,t}. Les trois propositions
suivantes sont vérifiées :

(1) Si{Y/gX}y=Xet {Y'/g X}, = (A, 1)), alors :
(a) Soitm=d et [Q €A
(b) Soitm=tet [Qe|Y']-A.
2) Si{Y/gX},,=(A, 1), alors {Y'/gX},, = (A, L), avec trois cas :
(@) Soit A=N.
(b) Soit AT AN, m=d, et [Q e
(¢) Soit A A, m=t et [Qe|Y'|-A.
(3) Si{Y/gX},, =(A,0), alors {Y'/gX},, =(A,0") avec 0 — o’
Remarque 6.66. Les trois propositions du lemme 6.65 vont étre prouvées dans
une méme induction. En effet, le cas d’analyse correspondant & la décomposition
d’une application et a la combinaison des résultats (par l'opérateur w) va nous
demander de combiner les aspects de création d’un nouveau filtrage et d’évolution
d’un filtrage déja défini (qu’il soit une réussite ou un échec). En particulier, le

cas VID)ii) « X contre 1 » utilisera en hypothése la proposition (1) pour vérifier la
proposition (2). Egalement, le cas VI)vii) « o contre X » utilisera en hypothése la
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proposition (3) pour invalider les prémisses de la proposition (1). Les cas VIviii)
et VD)ix) enfin montrerons une dépendance directe de (3) vers (2).

Ainsi, la séparation d’un coté des résultats de création (1) et de l'autre coté
des résultats d’évolution (2) et (3) n’est pas possible puisque (2) dépend de (1), qui
lui-méme dépend de (3). Ces dépendances reflétent le fait que l'opération W donne
la priorité a L sur Xet o et a X sur o. Il aurait donc en revanche été possible de
prouver d’abord (3), puis (1), et enfin (2).

Démonstration du lemme 6.65. Nous prouvons les trois proprositions dans une
méme induction sur la définition de {Y /g9 X },,. Nous avons a considérer les huit
équations de la définition du filtrage composé étiqueté.

D) Cas{Ylpa:ZYn=a':{Y/9Z}, ot a’ dénote I’étiquette a ou une absence

d’étiquette en fonction de m € {d,¢}. Raisonnons par cas sur {Y/y Z},,.

— Cas {Y/yZ},, = X. Alors {Y/pa : Z},, = X. Raisonnons par cas sur
fY'lgZ},.

— Cas{Y'/gZ}, =X Alors {Y'/ga:Z},, =X, et il n’y a rien a vérifier.
— Cas {Y'/gZ}n = (A, ). Alors {Y'/ga : Z},, = (@’ A, ), et nous véri-
fions la proposition (1) sur {Y'/g a : Z},,. Uhypotheése (1) sur {Y /g Z },»,
prévoit deux cas :
(@) Casm=d, a’ =a, et [Q] € A. Alors [Q] € aA’ et la proposition
(1.a) est vérifiée.
(b) Casm=t,a’ =-, et [Q] € |Y'|-A’ Alors [Q] € |Y'|- A’ et la proposi-
tion (1.b) est vérifiée.

— Cas{Y/gZ},, =(A,L). Nous vérifions la proposition (2) sur {Y'/pa : Z },,.
Par hypothese (2) sur {Y'/g Z},, nous avons {Y'/gZ},,, = (A’, L), donc
{Y'/ga:Z},, =(a’A’,1). Lhypothése (2) prévoit de plus trois cas :

(a) Cas A’ =A. En particulier a’A’ = a’A, donc la proposition (2.a) est
vérifiée.

(b) Cas A=A, m=d, a’=a et [Q] € A. En particulier aA C aA’ et
[Q] € a/’, donc la proposition (2.b) est vérifiée.

(c) Cas ACA,m=¢ a’ =-, et [Q] €|Y'|-A'. En particulier AT A’ et
[Q]€|Y’|-A’, donc la proposition (2.c) est vérifiée.

— Cas {Y/gZ}, =(A,0). Alors {Y/ga : A}, = (@’A,0), et nous vérifions
la proposition (3) sur {Y'/ga : Z},,. Par hypothése (3) sur {Y'/y Z},,
nous avons {Y'/gZ},, = (A,0), donc {Y'/pa : Z},, = (a’A,0’) avec en
particulier a’A = a’A. Lhypothése (3) donne de plus ¢ — ¢/, donc la
proposition (3) est vérifiée.

II) Cas {Y/px}., =(e,{x :=Y}) avec x € . Nous vérifions la proposition (3) sur
{Y'/gz},,. Par définition {Y'/g2},, =(e,{x :=Y'}) avece=cet {x := Y} —
{x := Y}, donc la proposition (3) est vérifiée.

III) Cas {Y/y(r)P.B},, = (¢, L). Nous vérifions la proposition (2) sur {Y'/y (1)P.B},.

Par définition {Y'/y (z)P.B},, = (¢, L) avec € = ¢, donc la proposition (2.a)

est vérifiée.
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IV) Cas {a:Z/p XY=’ : {Z/g X}, sinon, oul comme ci-dessus a’ dénote
P’étiquette @ ou une absence d’étiquette en fonction de m € {v,t}. Il y a deux
cas a considérer en fonction de la position de la réduction.

i) Casa:Z — a:Z' avec Z — Z'. Raisonnons par cas sur {Z/p X },..
— Cas{Z/yX},, =X Alors {a:Z/y X },, =X. Raisonnons par cas sur

{Z'g X }.

— Cas {Z'/g X}, =X Alors {a: Z'/gX},,, =X, et il n’y a rien a
vérifier.

— Cas {Z'/g X}y = (A, ). Alors fa:Z'/g X} = (@’ A, 1), et nous
vérifions la proposition (1) sur {a : Z'/g X },,,. Uhypothése (1) sur
{Z'/g X}, prévoit deux cas :

(a) Casm=d,a’ =a,et[Q]eA. Alors [Q] € a/’ et 1a proposition
(1.a) est vérifiée.

(b) Casm=t, a’=-,et [Q1€|Z'|-A. Alors [Q] €|a:Z'|-A et la
proposition (1.b) est vérifiée.

— Cas {Z/p X }m = (A, L). Alors {a: Z/p X }m = (@’A, L), et nous véri-
fions la proposition (2) {a : Z/g X },,,. Par hypothese (2) sur {Z/y X },,
nous avons {Z'/g X },, = (A, 1), donc {a: Z'/g X}, = (a’A', 1). Lhy-
pothese (2) prévoit de plus trois cas :

(a) Cas A’ =A. Alors a’A’ = a’A, et la proposition (2.a) est vérifiée.

(b) Cas Ac A, m=d, a’ =a, et [Q] € A'. Alors aA C al’ et
[Q] € A/, donc la proposition (2.b) est vérifiée.

(c) Cas Ac A, m=¢t a’ = et [Q €|Z'|-A. Alors A= A et
[Ql€la:Z'|-A, donc la proposition (2.b) est vérifiée.

— Cas {Z/p X}, = (A, 0). Alors {a : Z/p X}, = (a’A,0), et nous véri-
fions la proposition (3) sur {a : Z/9p X },,. Par hypothése (3) sur
{Z/9X},, nous avons {Z'/g X}, = (A,d’), done {a : Z'/y X}, =
(@’A,0"), avec a’A = a’A. Lhypothése (3) donne de plus o — o',
donc la proposition (3) est vérifiée.

ii) Cas a:Z — Y’ par un pas de réduction a la racine. En particulier
a : Z est un pré-radical, donc {a : Z/y X },, = X. Raisonnons par cas
sur {Y'/g X},,.

— Cas {Y'/9pX},, =X. Il 0’y a rien a vérifier.

— Cas{Y'/p X}, = (A, w). Nous vérifions la proposition (1) sur {Y /g X },,.
Par définition de la réduction étiquetée, Y' a la forme [Q] : Z'. Re-
gardons m € {d, t}.

* Casm=d. Alors {[Q]:Z'/gX}q =1Q1:{Z'/9 X }4. En particu-
lier il existe une séquence A" telle que A’ = [Q]A”, donc [Q] € A’
et la proposition (1.a) est vérifiée.

* Casm=¢t. Alors |Y'| =|[Q]:Z'|=[Q]-|Z'|. En particulier [Q] €
|Y'|, donc [Q] € |Y'|- A’ et la proposition (1.b) est vérifiée.

V) Cas {&/g i}y, = (g,{}) avec x € 0. Ce n’est par notre cas car 'argument est
en forme normale.
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VI) Cas {A1Ao/gP1Po},, =T -{A1/gP1}; w{Ao/g P}y avec A1Ag et P1 P9 des
formes testables et I une séquence d’étiquettes éventuellement vide (I" est
|P1|-|A1| sim =d et € si m =t). Supposons Y = AjAs — A]Ay =Y’ avec
Aj — A'. En particulier il existe une séquence I"" éventuellement vide telle
que {A{Ag/gP1P2},, =T'-{A}/gP1}; w{A2/g P2} et nous pouvons vérifier
que I' =T", par cas sur m€ {d, t} :

* Sim=d alorsT = |P1|-|A1| et " = |P1|-|A]|. Or |A]| = |A1| par lemme 6.63,
doncI'=T".
* Sim=talorsT=¢e=T".
Comme {A1Ao/g P1 P2}, fait intervenir { A1/ P1}; et { As/g Po} 4 et comme
{A’ Ag/g PP}y, fait intervenir {A}/g P1}; et { Aa/g P2} 4, nous allons main-
tenant devoir considérer tous les cas pertinents sur les trois filtrages com-
posés étiquetés {A1/gP1}:, {Ao/gPo}y, et {{A’l/g P1};. Raisonnons d’abord
par cas sur la paire ({A1/gpP1}:1{A2/g P2}y). Nous allons parcourir les
neuf cases de la table de définition de w.
i) Cas (X|X). Alors {A1A2/g P1P2},, = X. Raisonnons par cas sur { A’ /g P1};.
— Cas {Al/gP1}; =X. Alors {A|Ag/gP1P2}y, =X, et il n’y a rien a
vérifier.

— Cas {Al/gP1}; = (A}, 1). Alors

{AjAs/gP1P2},, = T-({Al/gP1};w{Ag/gP2}q)
= T-((A},L)wX)
= (TA},L)

et nous vérifions la proposition (1) sur {{A’lAg/g P1Ps},,. Regardons

mel{d,t}:

x Casm=d.AlorsT = |P1|-|A’1I, et par hypothese (1.b) sur {{A’l/g P},
nous avons [Q] € |A]|-A]. Donc [Q] € [Py|-|A]|-A] =TA] et la
proposition (1.a) est vérifiée.

* Cas m =t. Alors I = ¢ et par hypothése (1.b) sur {A’/g P1}; nous
avons [Q] € |A]|-A] =|A]Az|-TA], donc la proposition (1.b) est
vérifiée.

— Cas {A}/gP1}; = (A],0)). Alors {A|A2/gP1P2},, =X, et il n’y a
rien a vérifier.

ii) Cas (X|Ag, L). Alors {A1As/g P1P2},, = (I'Ag, 1), nous vérifions la
proposition (2) sur {{A’lAg/g P1{Ps},,. Raisonnons par cas sur {{A’l/g P},
— Cas {A|/gP1}; =X. Alors {A|Az/g P1P2}y, = (TAg, 1), avec TAg =

I'Ag, donc la proposition (2.a) est vérifiée.

— Cas {A}/gP1}; = (A}, 1). Alors {A]Ag/g P1 P2}, = (A} Ag, 1), avec

I'Ag ©TA]Ag. Regardons m € {d, t}.

* Casm =d.AlorsT =|P;||A|, et par hypothése (1.b) sur {A}/p P1 };
nous avons [Q] € |A]|-A]. Donc [Q] € [P1]-|A]|-AjAg =TA} Ay
et la proposition (2.b) est vérifiée.

* Cas m =t. I = £ et par hypothese (1.b) sur {A}/gP1}; nous
avons [Q] € [A]|-A], donc [Q] € |A]|-A]Ag = |A]Ag|-TA|Ag et la
proposition (2.c) est vérifiée.
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— Cas {Al/pP1}; = (A],0)). Identique au cas {A}/pP1}; =X

Cas (X|Ag,09). Alors {A1As/g P1P2},, = X. Raisonnons par cas sur

{A'/oP1}s.

— Cas {Al/gP1}; =X. Alors {A|Ag/gP1P2}y, =X, et il n’y a rien a
vérifier.

— Cas {A/gP1}; =(A],1). Alors {A|Ag/g P1P3},, = (TA], 1), et nous
vérifions la proposition (1) sur {{A’lAg/g P{Ps},,. Regardons m €
{d,t}:

* Casm =d.AlorsT = |Py|-|A|, et par hypotheése (1.b) sur {A} /g P1 };
nous avons [Q] € [A]|-A] donc [Q] € [P1]-|A]|-A] =TA] et la
proposition (1.a) est vérifiée.

* Cas m =t. Alors I' = ¢, et par hypothése (1.b) sur {{A’l/gPl ¥
nous avons [Q] € |A]|-A] = |A]A3|-TA}, donc la proposition (1.b)
est vérifiée.

— Cas {{A’l/gpl ]}t = (A, ,0'&). Alors HA’IAQ/QPlPQ }}m = (rA’lA2,O'/1 ]
039), et indépendemment de la nature de o wog (substitution o’
ou erreur 1) nous vérifions la proposition (1) sur {{A’lAz/g P.Py},,.
Regardons m € {d, ¢} :

* Casm =d.AlorsT =|P;||A]l, et par hypothése (1.b) sur {A}/p P1 };
nous avons [Q] € |A]|-Al, donc [Q] € |[P1]-|A]|-A]Ag =TA} Az et
la proposition (1.a) est vérifiée.

* Cas m =t. Alors I' = ¢ et par hypothése (1.b) sur { A}/ P1}; nous
avons [Q] € |A]|-A] =|A]Az|-TA], donc la proposition (1.b) est
vérifiée.

Cas (A1, L |X). {A1As/g P1P3},, = (I'A1, 1), nous vérifions la proposi-

tion (2) sur {{A’lAg/g P1P3},,. Par hypothese (2) sur {{A’l/g P13} nous

avons {A}/pP1}; = (A}, 1), donc {A]Ag/g P1P2}y, = (A7, 1). Lhypo-
these (2) prévoit de plus trois cas, dont deux s’appliquent ici (car nous
appliquons I'hypothese (2) sur {A’ /g P1}; qui est en mode ) :

(a) Cas A| =Aj. Alors TA] =TA; et la proposition (2.a) est vérifiée.

(c) Cas A1 C A’l et [Q] € |A’1| -A’l. AlorsTA1 C FA'l et nous regardons
me{d,t}.
* Cas m =d. Alors T = |Pq|-]|A]l, et [Q] € |P1|-|A]|A] =TA],
donc la proposition (2.b) est vérifiée.
* Casm=t. Alors=¢et [Q] €|A]|-A] =|A]A3|-TA], donc la
proposition (2.c) est vérifiée.

Cas (Al,J_ | AQ,J.). Alors {{A1A2/9P1P2 }}m = (FAlAz,J_), nous Vvéri-
fions la proposition (2) sur {A|Aa/g P1P2}y,. Par hypothese (2) sur
{A’/9P1}; nous avons {A}/gP1}; = (A}, 1), donc {A]Az/g P1Po}y, =
(T'A{A, 1). Lhypothese (2) prévoit de plus trois cas, dont seulement
deux s’appliquent ici (car {A}/gP1}; est en mode ¢) :

(a) Cas A'l =A;. En particulier FA'1A2 =T'A1Ag, donc la proposition
(2.a) est vérifiée.
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(c) Cas A; = A} et [Q] € |A]|-A]. Alors TA1Ay T TA]Ay et nous
regardons m € {d, t}.
* Cas m =d. Alors T' = |Pq|-|A]l, et [Q] € |Py|-|A]|-A}Ag =
FA’IAQ, donc la proposition (2.b) est vérifiée.
* Cas m =t. Alors T = ¢ et [Q] € |A]|-A]Ag = |A]Ag|-TA A,
donc la proposition (2.c) est vérifiée.

vi) Cas (A1, L1|Ag,09). Identique au cas (A1, L|X).

vii) Cas (A1,01|X). Alors {A1As/g P1Ps},, = X. De plus, par hypotheése (3)
sur {A}/g P1}; nous avons { A’ /g P1}; = (A1,07), donc { A} Ag/g P1 P2}, =
X, et il n’y a rien a vérifier.

viii) Cas (A1,01|Ag, L). Alors {A1As/g P1Ps},, =(T'Ag, L), nous vérifions
la proposition (2) sur { A} Ag/g P1P2},. Par hypothese (3) sur {A}/g P1};
nous avons {A}/gP1}; = (A1,07), donc {A]As/gP1Po}y, = (TAg, 1).
En particulier 'Ag =T'Ag, donc la proposition (2.a) est vérifiée.

ix) Cas (Al,Ul | A2,0’2 ) Alors {{A1A2/9 P1P2 }}m = (FAlAg,al U] 02). Par
hypothese (3) sur {A/gP1}; nous avons {A}/gP1}; = (A1,07) avec

o1 — 0’1. Nous raisonnons sur les domaines de o1 et og.

— Sidom(oi)Ndom(og) # @ alors {A1As/g P1Po},, = (T'A1A9, 1), nous
vérifions la proposition (2) sur {AAg/g P1P2},,. Comme 01 — 0
nous avons de plus dom(a’l) =dom(o1) et donc dom(a’l) Ndom(og) # @.
Alors

{AAg/gP1P2},, = (TA1Ag,0)wo2)
= (T'A1Ag,1)

avec 'A1Ag =T'A1Ag, et 1a proposition (2.a) est vérifiée.

— Sidom(o1)ndom(og) = @ alors il existe une substitution 0 = o1 wog
telle que {A1Ao/g P1 P2}, = (I'A1A92,0), et nous vérifions la propo-
sition (3) sur {A|Az/g P1P2},,. Comme 01 — 0] nous avons de plus
dom(c}) = dom(c1), et donc dom(c})Ndom(og) = @. Alors il existe une
substitution ¢’ = 0 wog telle que {A]Ag/gP1P2}; = TA1A2,07),
avec 0 =01W0g — 0] Wog =0 et TAjAp =TA1Ag, donc la proposi-
tion (3) est vérifiée.

LecasY =A1Ay — A1A, =Y avec Ay — A} est similaire.

VII) Cas{Y/9X},, =, L)avecY, X formes testables, sinon, et I' une séquence
d’étiquettes éventuellement vide. Nous vérifions la proposition (2) sur
fY'/9 X },,,. Deux cas sont possibles pour {Y/g X },, = (T, L).

— CasouX=favecxeOetY #%. Supposons Y'=%. AlorsY - Y' =2
par un pas de réduction a la racine. Donc Y est un pré-radical, ce qui
contredit le fait que Y est une forme testable. Donc Y’ # % et il existe une
séquence éventuellement vide I'’ telle que {Y /9 X },, = (I'"", L). Regardons
mel{d,t}.

* Casm=d.AlorsI'=|Y| et I'=|Y’|. Par lemme 6.63 |Y'| =|Y|, donc
I' =T et la proposition (2.a) est vérifiée.

x Casm=¢t. Alors'=cetI'=¢. Donc ' =I" et la proposition (2.a) est
vérifiée.
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— Cas ou X = (7)P.B. Alors il existe une séquence éventuellement vide I"’

telle que {Y/9 X },, = (I, 1). Regardons m € {d, t}.

* Casm=d.AlorsI'=|Y| et I'=|Y’'|. Par lemme 6.63 |Y'| =|Y|, donc
I' =T" et la proposition (2.a) est vérifiée.

* Casm=¢t. AlorsT=¢etI'=¢. DoncI' =I" et la proposition (2.a) est
vérifiée.

VIII) Cas {Y/9 X}, =X, sinon. Deux cas sont possibles.
— Cas ou X est un terme étiqueté incomplet qui n’est pas une forme
testable. Alors nous avons encore {Y'/g X },, =X et il n’y a rien a vérifier.
— Cas ou X est un terme étiqueté incomplet qui est une structure de
données, et Y est un terme étiqueté incomplet qui n’est pas une forme
testable. Regardons alors Y :

— SiY'n’est pas une forme testable, alors nous avons encore {Y'/g X },, =
Xet il n’y a rien a vérifier.

— SiY’ est une forme testable, alors [QQ] € |Y'| par lemme 6.62. De plus
fY'/p X} = (A, ), et nous vérifions la proposition (1) sur {Y'/p X },,.
Regardons m € {d, t}.

* Cas m =d. Alors |Y'| © A par lemme 6.44, donc [Q] € A et la
proposition (1.a) est vérifiée.

* Casm=¢t. Alors [Q] €|Y’|-A, donc la proposition (1.b) est vérifiée.

O

Nous pouvons prouver de méme a propos de la réduction dans le motif :

Lemme 6.67 (Filtrage composé étiqueté). Soient X et Y deux termes étiquetés,
p:X — X' un pas de réduction de nom Q, et m € {d,t}. Les deux propositions
suivantes sont vérifiées :

(1) Si{Y/gX}y=Xet {Y/gX' '}, =(A, 1)), alors :
(a) Soitm=d et [Q e
(b) Soitm=tet [Q€|X']-A.

2) Si{Y/gX},,=(A, 1), alors {Y/gX'},, =(A, 1), avec trois cas :
(@) Soit A=A
(b) Soit A\TA, m=d, et [QeN.
(¢) Soit AT A, m=t et [Qe|X|-A.

Remarquons qu’il n’y a pas ici de cas sur {Y/g X },,, = (A, 0). Ceci vient d’'un

fait général du Pure Pattern Calculus [JKO09] selon lequel le motif est alors une
forme normale.

Remarque 6.68. Le lemme 6.65 concerne les effets d’'une réduction dans Uar-
gument d’un filtrage. Les phénomeénes qu’il décrit sont donc indépendants du
polymorphisme de motif du Pure Pattern Calculus.

Nous pouvons maintenant désentrelacer les contenus des lemmes 6.65 et 6.67
sur le filtrage composé étiqueté pour obtenir un résultat sur la réduction dans les
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termes d’un filtrage non-encore défini (lemme 6.69), un résultat sur la réduction
dans les termes d’'un filtrage déja défini et qui échoue (lemme 6.70), et un
résultat sur la réduction dans les termes d’un filtrage déja défini et qui réussit
(lemme 6.71). Le premier sera la clé du lemme 6.59 de contribution directe et les
derniers ouvriront le lemme 6.60 de stabilité des radicaux.

Lemme 6.69 (Réduction dans un filtrage indéfini). Soient X et Y deux termes

étiquetés tels que {Y /9 X } n’est pas défini. Alors les deux propositions suivantes
sont vérifiées :

- SiY — Y’ est un pas de réduction de nom Q et si {Y'/p X} = (A, 1), alors
QreA.

— Si X — X' est un pas de réduction de nom Qet si {Y/gX'}=(AN, '), alors
Qe

Démonstration. Par définition, le filtrage {Y /g X'} n’est pas défini si et seulement
si {Y/9X}q =X. Supposons que Y — Y’ est un pas de réduction de nom Q et
que {Y'/p X} = (A, 1/). Alors il existe y” tel que {Y'/9X}q = (A',1”). Donc le
lemme 6.65, proposition (1.a), s’applique sur {Y'/g X }4, et [Q] € A'.

De méme avec le lemme 6.67, proposition (1), si X — X' est un pas de
réduction de nom Q et {Y/p X'} = (A", ). O

Nous allons avec ce lemme 6.69 pouvoir démontrer le lemme 6.59 de contri-
bution directe, dont ’énoncé est maintenant rappelé :

Lemme 6.59. Pour tout pas de réduction p:T — T' de nom Q, si p. est un pas
de réduction de source T' et de nom Q. qui est créé par p, alors Q —% Q..

Démonstration. Par cas sur les créations de radicaux, avec I'extension immé-
diate du lemme 6.29 au cadre étiqueté.

(1) Le radical créé dex(p.) est de la forme a, : (I'; : duct(p))A.), ou le réduit
duct(p) est de la forme [Q] : Z'. Donc le nom Q. admet pour préfixe la
séquence a.I'.[Q], et en particulier Q. —d Q).

(2*) Le radical duct(p) est de la forme a : ((I': (§)P.S[Bj,...,B,)A) ou S
est le O-squelette de B = S[Bj,...,B,], le réduit duct(p) est de la forme
[Q1:1Q,S1°[By,...,B,], et la position de la racine du radical créé dex(p.)
descend d’une position du 6-squelette de B = S[Bj1,...,B,], cest-a-dire
d’une position de S. Donc la position racine de dex(p.) est dans [Q2,S], et
le radical dex(p.) est de la forme [Q,a] : (T'1T2). En particulier [Q), a] est
un préfixe de Q., et Q —d Q..

(3,4) Notons le radical créé dex(p.) = ¢ : (I'c{0c)Pc.Be)Ac), et {Aclg, Pe} =
(Ac, o). Le nom du pas de réduction p. est a.I'cA.. Lancétre a. : (I'c(0.)Py.Bc)Ag)
du radical créé dex(p.) est tel que {A,/p, P,} n’est pas défini, et le pas de
réduction p a lieu soit dans A, soit dans P,. Par lemme 6.69 nous avons
[Q] € A, done Q —< Q.. O

Lemme 6.70 (Réduction dans un filtrage défini qui échoue). Soient X et Y deux
termes étiquetés tels que {Y/g X} = (A, L). Alors les deux propositions suivantes
sont vérifiées :
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— SiY — Y’ est un pas de réduction de nom Q alors {Y'/g X} =(A’, L) avec
A=A ou [Q]e .

— Si X — X' est un pas de réduction de nom Q alors {Y/g X'} =(A’, L) avec
A=A ou [Q]eA.

Démonstration. Considérons un pas de réduction Y — Y'. Par définition,ily a
deux cas possibles pour {Y/p X} =(A,1):

— Cas {Y/pX}4q=(A,1). Alors par lemme 6.65, proposition (2), il existe une
séquence A’ telle que {Y'/g X} =(A’, 1), et 'une des propositions (2.a) ou
(2.0) est vérifiée, soit A = A’ ou [Q] € A’ (la proposition (2.c) n’est pas
envisageable en mode d).

— Cas {Y/p X };=(A,0) avec dom(o) # 6. Alors par lemme 6.65, proposition
(3), il existe une substitution ¢’ telle que o — ¢’ et {Y'/g X} = (A,0').
Comme o — o', alors en particulier dom(c’) = dom(c) et dom(c”’) # 0. Donc
{fY'/gX¥qs=(A,1).

Considérons maintenant un pas de réduction X — X'. Par définition, il y a deux
cas possibles pour {Y/g X} =(A,1):

— Cas {Y/p X }4 =(A,1). Nous concluons de la méme maniére que pour la
réduction de Y, avec le lemme 6.67.

— Cas {Y/p X} =(A,0) avec dom(o) # 8. Alors par propriété de PPC [JK09],
X est une forme normale, ce qui n’est pas notre cas. O

Lemme 6.71 (Réduction dans un filtrage défini qui réussit). Soient X et Y deux
termes étiquetés tels que {Y /9 X} = (A, 0). Pour tout pas de réduction Y — Y' il
existe une substitution o' telle que o — o’ et {Y'/g X} =(A,0”).

Démonstration. Par définition de {Y/y X} =(A,0), nous avons {Y/p X }; =(A,0)
avec dom(o) = 6. Alors par lemme 6.65, proposition (3), il existe une substitution
o’ telle que 0 — o’ et {Y'/y X} =(A,0'). Comme o — ¢’, alors en particulier
dom(c’) = dom(c) = 0. Donc {Y'/p X} = (A, 0”). O

A laide de ces lemmes 6.70 et 6.71, nous pouvons démontrer le lemme 6.60
de stabilité des radicaux, dont I'énoncé est maintenant rappelé :

Lemme 6.60. Soit p: X — X' un pas de réduction de nom Q. Soit p, un pas de
réduction de source X et de nom Q, et de radical R,. Si R est un descendant de
R, dans X', alors R est le radical d’un pas de réduction pq (résidu de p,) et de
nom Qg tel que :

— Si Qq # Qg alors Q—% Q.

— Pour tout nom Q' tel que Q' — Q, nous avons aussi Q' — Q.

Démonstration. Par cas sur les positions relatives de p, et p, avec les lemmes 6.70
et 6.71. O

Ainsi, le lemme 6.59 de contribution directe nous assure que dans tout cas ou
un pas de réduction p crée un pas de réduction p. le nom Q de p apparait dans le
nom Q. de p.. Le lemme 6.60 de stabilité assure ensuite que le nom Q/ de tout
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résidu p, de p. contient encore le contributeur Q. En particulier, nous pouvons
donc espérer que toute information relative a la création d’'un pas de réduction
sera toujours contenue dans son nom, ce qui correspondrait a la complétude
causale. En revanche, rien ne permet de dire a ce stade que les étiquettes ne
contiennent pas de « faux positifs » quant aux informations de dépendance, et il
y a donc un danger potentiel pour la correction causale.

Enfin, par dessus ces deux remarques nous allons voir a la section 6.7
suivante que le Pure Pattern Calculus demande de reconsidérer la notion de
nécessité. Ceci relativise dans ce cadre la 1égitimité des énoncés de correction et
de complétude causales, qui sont basés sur cette nécessité.

6.7 Discussion : non-stabilité

Dans ce chapitre nous avons construit un étiquetage pour le Pure Pattern
Calculus avec un objectif particulier : capturer dans les étiquettes toutes les
informations relatives aux dépendances causales entre les différents pas de
réduction. Dans cette optique chaque pas de réduction (identifié a son radical)
est muni d’'un nom construit a partir de ses étiquettes, et une relation d’ordre
sur les noms vise a rendre compte des dépendances causales entre les pas de
réduction.

Aux origines de cette approche [Lé80], les noms fournissaient une identi-
fication définitive des radicaux. Ainsi, a sa création chaque radical se voyait
attribuer un nom, et ce nom était transmis verbatim a chaque résidu, garantis-
sant une identification pérenne d’une certaine famille de radicaux. Cependant...

6.7.1 Instabilité des noms

Cette stabilité des radicaux ne tient pas dans le calcul que nous avons défini
dans ce chapitre. En effet, comme le sous-entend I’énoncé du lemme 6.60 de
stabilité des radicaux, il existe des cas dans lesquels le nom d’un radical peut
changer.

Ces cas sont a comprendre comme ceux dans lesquels un pas de réduction ne
détruit pas le radical observé mais apporte une modification significative a sa
structure, comme l'illustre I'exemple 6.72.

Exemple 6.72 (Altération d'un radical).
Considérons le terme du Pure Pattern Calculus

(@)éd.bYUId)E)
out I désigne lidentité (x)X.x, et son étiquetage complet
@ ,6:((25)7/:@(6:6,6:&).3, (:@n:@@0: <x)t:3%.x,1<:5l),y:é) )
Ce terme est un pré-radical, et son filtrage

{(Id)élyéd)
{(:@n @0 : (x)t:%.x,x: &),IJ 10 py: @6 :¢,e: d)}
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se résoud en la paire
(yleu, 1)

Ainsi le terme d’origine est un radical de nom
afylep

qui se réduit en

lafyCeul : Ty
Mais notre terme contient également un radical interne
n:@0: (x)1:%.x,K: d)

dont le réduit est

[nO1] x:d

Apres ce pas de réduction, le terme cible

(2)éd.b)(dé) A
a:@P:()y:@:¢,e:d).B,(:@([nbi] :x:d,u:¢))

est toujours un pré-radical. Son filtrage
{délyéd)
{C:@(nbi] :x:d,u:8) gy :@d:¢,e:d)}
est toujours défini, et se résoud en la paire

(y¢on0ix ep, 1)

Alors, le second terme est bien un radical résidu du premier, mais son nom est
maintenant

afBylombixeu

et son réduit est
[afyC6[nOilxeu] : L

Bilan : le nom d’un radical peut changer, impliquant au passage un défaut
de confluence du calcul. Ce phénomeéne est lié 4 1a maniére dont les erreurs de
filtrage sont détectées dans PPC. L'exemple 6.72 précédent concerne en effet un
terme

(@)éd.b) ((Id)é)

qui est un radical dont le filtrage {(/ 8)é/¢ éd} échoue par la comparaison entre
le d du motif et le é de Pargument. Dans ce cas la comparaison entre le é du
motif et le Id de l'argument est indéfinie (X ) et donc ignorée. Apres réduction
nous obtenons un nouveau radical

(@Yéd.b) (dé)
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dont le filtrage {dé/yéd} a maintenant deux bonnes raisons d’échouer, les
branches gauche et droite étant toutes deux définies.

Ainsi, dans le premier cas les étiquettes ne témoignaient que de I'erreur de
filtrage déja visible, mais dans le deuxiéme cas les étiquettes font apparaitre
les deux erreurs. En effet, dans ce dernier cas rien dans le terme ne justifie
de privilégier une erreur par rapport a I'autre. Elles apparaissent toutes deux
également responsables de ’échec de filtrage.

Ceci incite a une nouvelle réflexion sur la notion de nécessité.

6.7.2 Non-stabilité et nécessité

Nous avons dans le Pure Pattern Calculus 'espace de réduction suivant :

(<¢>é&.b)($l(lé))\
N os
pd pe
N

(@yed.b)Y(IA)Ié)) (@)ed.b)(dé)— pt —tL

Pe P:i
(@)ed.b)((Id)é)

Dans cet espace de réduction, p' est résidu a la fois de p. et de pé, et ainsi
les trois pas de réduction pt, pl, et pé représentent le méme « événement »
de récriture. En d’autres termes, la « création » de p* correspond a la création
de pt ou de pé. Or p7 est créé par p. et pé est créé par pg, et les deux pas de
réduction p. et pg sont indépendants I'un de l'autre. Alors chacun de p. et pg
est suffisant pour la création de p=.

Nous appellerons non-stabilité cette possibilité que deux pas de réduction
indépendants p. et pg soient chacun une condition suffisante a la création d'un
méme pas de réduction p*. Cette notion fait référence aux axiomes de stabilité
énoncés par Glauert et Khasidashvili [GK96] et Mellies [Mel05] pour bannir ce
genre de comportement qui remet en question la pertinence de la notion usuelle
de nécessité.

En effet, dans notre systéme non-stable aucun des deux pas de réduction p.
ou pq pris isolément n’est nécessaire a la création de p*, puisque I'autre sera
toujours suffisant. Autrement dit la notion de nécessité usuelle ne détecte aucun
pas de réduction nécessaire. Cependant, ne rien faire ne suffit pas a la création
de p*, car il faut quand méme pour cela que 'un au moins des pas de réduction
de I’ensemble {p.,pq} soit effectué.

Nous pourrions donc qualifier I'ensemble {p., pq} d’ensemble nécessaire pour
la création de pt, dans le sens qu’il est nécessaire qu'au moins un de ces deux
pas de réduction soit effectué pour aboutir a la création de p=.

Cette idée d’ensemble nécessaire a été introduite par Sekar et Ramakri-
shnan dans un cadre de récriture du premier ordre [SR90], et portée au Pure
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Pattern Calculus par Bonelli, Kesner, Lombardi et Rios [BKLR12]. Dans les
deux cas la « nécessité » était relative a I'obtention d’'une forme normale, et la
notion d’ensemble nécessaire avait pour but d’obtenir une stratégie de réduction
normalisante dans un systéme non-séquentiel (c’est-a-dire un systéeme dans
lequel il n’existe pas toujours un pas de réduction nécessaire a la normalisation).

Dans la présente discussion nous changeons légérement de point de vue,
puisque la « nécessité » n’est pas relative a la normalisation mais a la création
d’un pas de réduction, et car ce n’est pas contre la non-séquentialité mais contre
la non-stabilité que nous luttons. Pour indiquer la différence entre ces deux
notions, pointons ’exemple de Berry [Ber78] qui est un systéme orthogonal et
stable mais non-séquentiel. Autrement dit, la non-séquentialité n’implique pas
la non-stabilité. En revanche, comme nous le verrons a la section 6.7.3, dans un
systéme qui ne serait ni stable ni séquentiel, forcer la séquentialité peut avoir
pour effet de ramener la stabilité.

L'élaboration d'une théorie des dépendances causales entre pas de réduc-
tion qui soit basée non sur la nécessité usuelle mais sur la notion d’ensemble
nécessaire semble étre un défi susceptible d’ouvrir de nouveaux horizons. Cela
signifierait quitter le domaine de la causalité « conjonctive » ou nous réperto-
rions pour chaque événement un ensemble nécessaire et suffisant d’antécédents
pour le domaine de la causalité « disjonctive » ol1 nous pouvons exprimer des
alternatives entre plusieurs combinaisons indépendantes permettant d’aboutir
au méme événement. Et 13, les formes que peuvent prendre des notions comme
la standardisation ou la réduction optimale sont encore a découvrir.

6.7.3 Stabilisation

Retour sur Terre. Les théories de 'optimalité auxquelles nous allons nous
raccrocher au chapitre 10 ne sont bien établies que dans le cadre de systemes
stables. Imaginons donc que nous voulons stabiliser I'identification des radicaux
dans le Pure Pattern Calculus étiqueté, par exemple en vue de conserver la notion
de nécessité usuelle et de poser les bases d’'une théorie du partage optimal pour
une version stabilisée de PPC (éventuellement en réduction faible, mais ce n’est
pas le point critique ici). Quels moyens avons-nous d’annuler la non-stabilité du
calcul ?

En reprenant I'exemple 6.72 précédent regardons le terme

((®)éd.B) (dé)

et son filtrage {&é/¢ éd}. Comment peut-on, parmi les deux erreurs, désigner un
« responsable » de 'erreur globale ?

Une premiére solution consiste a désigner comme également responsables
les deux erreurs. Pour marier cette discipline avec la stabilité, il faut soit que
deés l'occurrence d’'une premiére erreur nous soyions capables de détecter aussi
la deuxiéme, soit que nous ne considérions pas le radical comme tel avant ’ap-
parition des deux erreurs. Le premier de ces cas est des plus glissants, puisqu’il
demande d’anticiper certains résultats des réductions futures, anticipation dont
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nous pouvons attendre qu’elle soit indécidable. Le deuxiéme cas est en revanche
tout a fait réalisable, et correspond & imposer ’exploration de 'intégralité des
branches du motif lors de tout filtrage. Nous pouvons obtenir cet effet en consi-
dérant la définition alternative de I'opération d’union disjointe sur les filtrats
utilisée dans la premiere version de PPC [JKO06] et dans le livre de Jay [Jay09].
Voici ladite définition alternative, en incluant les étiquettes :

W | (Ag,09) (A, 1) X
(A1,01) | (A1Ag,01w092) (A1Ag,1) X
(Ag, 1) (A1Ag,1) (A1Ag,1) X*

X X X* X

Les différences avec notre définition de référence du Pure Pattern Calculus [JKO09]
sont les deux cas symétriques marqués d’une étoile, concernant 'union d'un
filtrage composé indéfini avec un filtrage composé qui échoue. Dans la définition
de référence PPC, I'échec global est détecté méme si certaines branches sont
indéfinies. Dans la présente variante ce n’est pas le cas, il faut impérativement
que toutes les branches soient définies pour que le filtrage global soit défini. Une
conséquence de cette solution est donc de rejeter les deux filtrages {d(I¢é)/s éd )
et {(Id)é/ ) éd} comme indéfinis. Cette discipline produit une seconde différence
par rapport a I’étiquetage de la section 6.4, avec les deux cas symétriques « o
contre L ». A la section 6.4 nous ne conservions que les étiquettes relatives a la
branche qui échouait (L), mais ici tout est collecté. En effet il est utile dans ce
cas de savoir que la branche qui réussit (o) est bien définie, pour différencier ce
cas du cas « X contre L ».

Une deuxiéme solution consiste a désigner arbitrairement un bouc émissaire,
selon une stratégie déterministe prédéfinie. Dans cette voie, la non-stabilité est
éliminée par suppression de la non-séquentialité du systéme. Autrement dit,
nous imposons une stratégie de filtrage pour séquentialiser artificiellement les
opérations de filtrage. Nous pouvons par exemple considérer que les branches
droites sont toujours explorées les premieres. Cette stratégie correspond a une
nouvelle variante de 'union disjointe :

W | (Ag,09) (Ag,1) X
(A1,01) | (A1Ag,01w02) (Ag,1)* X
(Ag, L) (A1Ag, 1) (Ag, )" X*

X X (A, L)* X

Cette version brise complétement la symétrie des opérations précédentes. Ici, des
que la branche de droite est indéfinie, tout le filtrage I'est également. De méme,
deés que la branche de droite renvoie une erreur de filtrage, alors le filtrage global
échoue, et seule I’histoire de la branche droite est transmise. Enfin, le résultat et
I’histoire de la branche gauche sont pris en compte seulement dans le cas ou la
branche droite est définie et réussit. Ceci a plusieurs conséquences. D’abord le
filtrage {d(I¢)/4 éd} est indéfini car sa branche droite est indéfinie et le filtrage
{a 3)6/¢ éd} est défini malgré la non-définition de sa branche gauche. Ensuite,
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le radical de 'exemple 6.72 ne change pas de nom apres réduction, puisque les
seuls changements d’étiquettes concernent la branche gauche. Cette solution
(mais avec la priorité a gauche) est celle qui a été développée dans la premiere
année de cette these [Ball0al.

Ces deux solutions ont pour caractéristique commune de redonner une forme
usuelle a la notion de nécessité, et ainsi de rendre pertinents les énoncés de
correction et de complétude causales du chapitre 5. La validité de ces énoncés a
été essentiellement vérifiée dans le cadre de la deuxieéme solution [Ball0b], et
est une conjecture trés tentante dans le cadre de la premiére solution.

Bilan du chapitre

Dans ce chapitre nous avons porté ’analyse de causalité faite pour le A-calcul
faible au chapitre 5 au cadre significativement plus complexe du Pure Pattern
Calculus [JK09].

Dans ce calcul doté de mécanismes de filtrage riches, nous avons rencontré
deux probléemes de fond. D’abord, de nouveaux cas de création de radicaux
apparaissent (section 6.3), qui demandent d’enrichir le mécanisme de fabrication
du nom d’un radical (section 6.4). Ensuite (section 6.7), la non-stabilité du
systeme vient interférer avec la notion de nécessité qui permettait au chapitre 5
de valider I'interprétation causale des étiquettes.

Nous avons également pu observer un probléme de forme, en ce que l'utilisa-
tion de regles de réduction complexes et définies au niveau méta rendaient plus
difficiles a la fois 'analyse de la causalité et 'attribution de noms aux radicaux
(sections 6.3 et 6.4). Le chapitre suivant va montrer comment 'utilisation d’'un
cadre plus explicite comme les CRS simplifie significativement la donne.
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Nous allons maintenant développer les idées des chapitres 5 et 6, et étudier
dans le cadre des CRS faibles des étiquetages qui intégrent des informations sur
les dépendances causales entre les différents pas de réduction. Cette construction
est un élément clé du lien entre partage pleinement paresseux et partage optimal
en réduction faible, puisque d'une part les résultats de causalité seront un
élément essentiel du chapitre 10 d’optimalité, et d’autre part nous allons prouver
que les étiquettes reflétant les dépendances causales définissent un SLS qui
spécifie la méme réduction partagée que I'étiquetage pleinement paresseux du
chapitre 4.

La section 7.1 analyse les cas dans lesquels un pas de réduction peut créer
un autre pas de réduction dans les CRS faibles, puis la section 7.2 convertit cette
analyse en un étiquetage des CRS faibles. La section 7.3 montre que I'étiquetage
obtenu définit un SLS dont la réduction paralléle étiquetée est bisimilaire a la
réduction partagée pleinement paresseuse. La section 7.4 établit les propriétés
causales de I'étiquetage de ce chapitre qui sont valides dans tout CRS faible, et
enfin la section 7.5 se restreint aux CRS faibles orthogonaux pour démontrer
dans ce cadre la correction et la complétude causales de notre étiquetage.

7.1 Causalité dans les CRS

Dans les chapitres 5 et 6 précédents nous avons cherché a décrire, dans les
cas du A-calcul faible et du Pure Pattern Calculus faible, les relations causales
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entre les différents « événements de réduction ».

Apres avoir décrit lesdits événements comme des familles de pas de réduction,
nous nous sommes concentrés sur une notion de contribution, qui dénotait non
pas les contributions a la création d’'un pas de réduction, mais les contributions
a la création d’'un radical. Nous avons en fait profité du fait que dans les deux
systémes concernés les pas de réduction ayant pour source un certain terme ¢
pouvaient étre identifiés aux pré-radicaux non-gelés de ¢.

Dans le cadre général des CRS, et en particulier dans le cadre des CRS
non-orthogonaux, ce glissement n’est plus anodin. Pour mener une analyse des
contributions nous devons d’abord préciser ce qu’est la résiduation dans un
systéme potentiellement non-orthogonal.

7.1.1 Retour sur la création et la résiduation

Deux concepts hautement corrélés mais néanmoins distincts sont couram-
ment invoqués quand il s’agit de suivre ’évolution d’'un terme le long d’une
séquence de réduction :

— La descendance, qui trace le devenir des positions des termes.

— Larésiduation, qui trace le devenir des pas de réduction ayant pour sources

les termes considérés.

Les deux concepts ont d’ailleurs été déja abondamment utilisés dans les précé-
dents chapitres de cette these. Mais jusqu’ici, leurs différences fondamentales
ont été ignorées. En particulier, les résidus (qui sont donc des pas de réduction)
ont été définis dans le A-calcul et le Pure Pattern Calculus comme des radicaux
(c’est-a-dire des sous-termes) dont les positions vérifient certaines propriétés
de descendance. Cette confusion relativement courante était possible car en A-
calcul comme dans PPC chaque radical définit exactement un pas de réduction,
sans ambiguité possible.

Ainsi dans les chapitres 5 et 6, si nous considérions une séquence de réduction
p:t—t', des positions p € pos(t) et p’ € pos(t’) telles que p’ descend de p, et des
pas de réduction p, et p; de sources respectives t et t’ et de positions racines
respectives p et p’, alors nous pouvions mener le raisonnement suivant : le
sous-terme ¢|, est un radical qui définit p, ; or le sous-terme ¢|, est « ce qui
reste » de t|, apres p, et de plus ce sous-terme ¢'|,, est un radical qui définit p;, ;
comme enfin les deux pas de réduction p, et p;, ont « méme nature » (f-réduction
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en A-calcul, B,,-réduction dans PPC) nous pouvons légitimement considérer p;,
comme un résidu de p, apreés p.

Cette confusion simplificatrice ne tient plus dans le cadre général des CRS,
et notamment des CRS non-orthogonaux. En effet, dans un tel systéme nous
pouvons observer une variété de nouveaux cas :

— Plusieurs pas de réduction possibles pour un méme radical.

— Concurremment a la descendance, remplacement d’un pas de réduction

par un autre qui ne lui est pas apparenté.

Il conviendra donc a partir de maintenant de ne pas oublier ce point : la relation
de résiduation est une relation sur les pas de réduction, qui ne peut étre déduite
de la simple existence d’'un radical. Dans le schéma ci-dessous par exemple, en
supposant que p}, ait au plus un ancétre le long d’'une séquence de réduction
donnée, il faut forcément que 'un des deux candidats pll) ou pIZ) se « désiste ». Et
a partir du moment ou ces désistements sont possibles, rien n’assure que méme
un seul de p}, ou p?, soit un ancétre de p},. En d’autres termes, les radicaux ne
sont que ce que leur nom indique : des structures prétes a réagir, et qui peuvent
réagir éventuellement de plusieurs manieres différentes!. Lexemple 7.2 en
donnera une illustration concrete.

t =src(p)

Etant donnés deux pas de réductions dont les radicaux sont en relation
d’ancétre et de descendant, nous distinguerons les cas de résisudation exacte ou
les deux pas viennent de la méme regle de récriture des cas de fausse résiduation
ou les deux pas sont liés a des regles différentes. Il sera également pertinent
a la section 7.4 de distinguer un troisieme cas de résiduation approchée ou les
deux pas utilisent des regles « apparentées ».

Définition 7.1 (Résidus). Soient un pas de réduction p :t1 — t9, des positions
p1epos(te) et pa € pos(ta) telles que pa € p1/p, et des pas de réduction pi et p2 de
sources respectives ti et to et de positions racines respective pi et ps. Comparons
les régles 11 — r1 et lg — ra des pas de réduction respectifs pi et pa.
— Si les regles sont égales, alors le pas de réduction pg est appelé un résidu
exact du pas de réduction py.
— Si les regles sont différentes, alors le pas de réduction pg est appelé un faux
résidu du pas de réduction pj.

1. Ceci fonctionne d’ailleurs aussi en anglais, ou le terme redex, contraction de reducible
expression, indique une réduction possible sans postuler son unicité.
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Exemple 7.2.
Considérons des symboles f, g, h, a, et b d’arités respectives 2, 1, 2, 0, et 0, ainsi
que les régles de récriture

(a) : a — b
(fv) : f(Z1,Z9) — h(Z1,Z)
(f2) : fb,2) — gz

Le terme t = f(a,b) est la source de deux pas de réduction :

— un pas pq : f(a,b) — f(b,b) de position racine 1 pour la regle (a), et

— un pas p1: f(a,b) — h(a,db) de position racine € pour la régle (f1).
Considérons la cible t' = f(b,b) du pas de réduction p,. Elle est elle-méme la
source de deux pas de réduction de position racine € (qui descend de €) :

— un pas p’1 :f(b,b) — h(b,b) pour la régle (f1), qui est un résidu exact de p1,

et
— un pas py,: f(b,b) — g(b) pour la régle (f2), qui est un faux résidu de p;.

Ainsi, la notion de « création d’'un radical » n’est plus aussi pertinente qu'aux
chapitres 5 et 6, puisqu’un descendant r’ d’'un radical r peut étre associé a des pas
de réduction tres différents de ceux qui concernent r. Nous nous concentrerons
a la place sur la création des pas de réduction.

Définition 7.3 (Création de pas de réduction). Considérons un pas de réduction
p:t—t. Un pas de réduction p' de source t' est créé par p s’il n'est le résidu
exact apres p d’aucun pas de réduction de source t.

Exemple 7.4.
A lexemple 7.2, le pas de réduction p’2 : f(b,b) — g(b) est créé par le pas de
réduction pg : f(a,b) — f(b,b).

7.1.2 Création et modification de radicaux

Afin de préparer I’étiquetage causal des CRS, nous analysons dans cette
section les manieres dont un pas de réduction peut en créer un autre. Résumons
d’abord les principaux éléments des raisonnements suivis dans les chapitres 5
et 6 pour la création de radicaux :

— Un pré-radical en A-calcul ou dans le Pure Pattern Calculus est la conjonc-
tion d’une fonction avec la branche gauche d’une application. Nous devons
donc enregistrer les événements qui ont mené a ce contact entre deux
éléments. Sont associés les cas de création (1) et (2) qui créent un contact
respectivement a la racine du réduit et a un point de substitution du
réduit.

— Un pré-radical dans un systéme faible ne peut étre un radical que si
sa racine n’est pas gelée. Nous devons donc enregistrer les événements
qui ont participé au dégel de la racine d’'un radical. Est associé le cas de
création (2%) qui dégele une partie de I'épine de I'abstraction principale du
radical. Ce cas recouvre intégralement le cas (2).
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— Dans le Pure Pattern Calculus, un pré-radical n’est de plus un radical que
si ses motif et argument ne sont de la bonne forme. Sont associés les cas
de création (3) et (4) qui transforment « de I'intérieur » respectivement le
motif et Pargument d’une opération de filtrage.

Chacun de ces trois éléments est déduit d’'un aspect particulier de ce qu'est un
radical. Essayons de raisonner de méme dans les CRS.

Un radical dans un CRS est un sous-terme de la forme /7 ou [ est le membre
gauche d’une regle de réduction [ — r et o est une valuation stre pour ! — r (voir
définitions 0.68 et 0.73 pour la streté). Cette définition suggére deux manieéres de
contribuer a la création d’un radical : d'une part en contribuant a 'apparition du
motif [ (exemple 7.5) et d’autre part en contribuant a 'existence d’'une valuation
stire o (exemple 7.6).

Exemple 7.5.
Dans le A-calcul vu comme un CRS, le membre gauche de la regle de p-réduction
est le motif @({x)Z(x),Z"). Les cas de création (1) et (2) concernent tous deux
Papparition dans un terme du préfixe @({(x),0) de ce motif:

Exemple 7.6.
Considérons le CRS défini par les deux regles

gZy) — a
X f(Zo,Z1(x)) — Zi(a)

et regardons le terme

t = (x)f(gx),x)

La valuation
o = {Zo—Ap.gx), Z1— Ax.x}

n’est pas siire pour la régle {(x)f(Zy,Z1(x)) — Z1(a) et n’est donc pas acceptable. Le
terme t n’est pas un radical. En revanche, t peut se réduire par la régle g(Zo) — a
en

t/ = <x>f(a’x)

Dans t', le préfixe (x)f(d,0) correspondant aux positions propres du motif
(x)f(Zy,Z1(x)) n’a pas changé. En revanche la valuation

o' = {Zy— Ad.a, Z1— Ax.x}

est maintenant sire pour la régle (x)f(Zo,Z1(x)) — Z1(a), et le terme t' est un
radical.

Cet exemple 7.6 montre comment, étant donnés une regle x : [ — r et un
terme ¢ dans lequel le motif / apparait mais tel qu’il n’existe pas de valuation
o stire pour x vérifiant ¢ = [?, nous pouvons sans toucher les positions de ¢
correspondant au motif /, obtenir un terme ¢’ pour lequel il existe une valuation
o’ stire pour « et telle que ¢’ = 19, Le passage d’'un état a 'autre se fait par
effacement d’une occurrence d’'une variable liée. Comme nous considérons dans
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ce chapitre encore des CRS faibles, ce cas ne sera finalement pas possible, et
nous allons concentrer la suite de I'analyse sur la formation des motifs et sur le
dégel des pré-radicaux gelés (le lemme 7.7 donnera a posteriori une justification
formelle a ce resserrement du discours).

La question est donc : quelles actions opérées par un pas de réduction
peuvent contribuer a former un motif? Dans le cadre du A-calcul comme du Pure
Pattern Calculus, action d’'un pas de réduction se résumait a4 une réorganisation
(avec duplication ou effacement éventuel) des symboles du radical touchant deux
points : d'une part la racine du réduit ou le corps de la fonction entrait en contact
avec le contexte, et d’autre part les points de substitution ot une position de
I’argument entrait en contact avec une position du corps de la fonction.

Dans les CRS ces réorganisations de symboles sont toujours présentes, et
cOtoient en outre des créations de symboles. Ainsi, chaque position propre du
membre droit d’'une regle apporte au réduit de la structure neuve (représentée
par les zones noires dans le schéma suivant) qui peut participer a la formation
d’'un motif. La « réorganisation de symboles » est elle apportée par les méta-
variables du membre droit, et peut créer de nouveaux contacts comme le faisait
la B-réduction. Quand une occurrence de méta-variable est remplacée par un
substitut, deux interfaces de cette méta-variable sont importantes (représentée
par des points noirs dans le schéma suivant). D’une part la racine du substitut
entre en contact avec le contexte de la méta-variable, ou le contexte du réduit si
la méta-variable est a la racine du membre droit de la regle considérée. D’autre
part, aux points de substitution des arguments de la méta-variable dans le
substitut les racines de ces arguments entrent en contact avec des positions
du substitut, dont nous pouvons dire qu’elles sont des positions dynamiques
(représentées par les chemins en pointillés ci-dessous).

Cette analyse nous pousserait donc a considérer comme positions critiques
les positions propres du membre droit d'une regle (ce qui est un nouveau cas)
ainsi que les racines des substituts et les racines de leurs arguments (qui
correspondent respectivement aux cas (1) et (2) dans le A-calcul).

A cette analyse de la création de pré-radicaux il faut ajouter, comme aux
chapitres 5 et 6 précédents, les cas de création liés au dégel de certaines positions.
Ces dégels peuvent toucher d’une part les positions propres du réduit, et d’autre
part ses positions dynamiques. Les premiéres ont déja été comptées, mais les
deuxiémes s’ajoutent a la liste. De plus, comme dans le cas de création (2*) aux
chapitres 5 et 6, les positions dynamiques recouvrent I'un des autres effets, a
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savoir la mise en contact entre les arguments d’'une méta-variables et certaines
positions dynamiques du substitut associé.

Les nouveautés apportées par un réduit concernent donc : ses positions
propres, ses positions dynamiques, et les positions résultantes des positions
des [racines des] méta-variables du membre droit de la regle utilisée. Nous
pouvons cependant simplifier cet énoncé en considérant une derniéere redondance.
Considérons les cas possibles pour la position d'une méta-variable Z dans un
membre droit de regle r.

— Z peut étre immédiatement sous une position propre, f(...,Z(...),...).

— Z peut étre immédiatement sous une autre méta-variable, Z'(...,Z(...),...)

— Z peut étre a la racine.

Dans les deux premiers cas, le contact entre la racine du substitut remplacant Z
et son contexte concerne un contexte qui est respectivement une position propre
et une position dynamique. Il s’agit donc dans ces deux cas d’un contact avec une
position qui est déja par ailleurs considérée comme « critique ». Ne reste donc a
considérer a part que le cas o1 la méta-variable est a la racine, dans lequel la
racine du substitut entre en contact avec le contexte du réduit. Nous aboutissons
a la classification formelle suivante.

Lemme 7.7 (Création d'un pas de réduction). Soit p:t=c[l’] L oelro1=t un
pas de réduction de position racine p. Soit p. un pas de réduction de source t' qui
n’est pas un résidu exact d’un pas de réduction de source t. Notons 12¢ le radical
de p. et p. sa position. Alors l'ensemble des positions propres p.-Pp(l.,0.) du
radical de p. intersecte au moins l’'un des ensembles suivants :

— Le singleton {p} contenant la racine de r°.

— Les positions propres p - P(r,0) de r°.

— Les positions dynamiques p - 2;(r,a) de r°.

Démonstration. Supposons que les positions propres p.-2y(l.,0.) du radical
créé n’intersectent ni les positions propres p-22,(r,o) ni les positions dynamiques
p - Py(r,o) du réduit. Nous allons conclure en démontrant qu’alors la position
racine p appartient aux positions propres p.-2y(l.,0.) du radical créé.

Par notre hypothese p.-22,(l;,0.) Spos(c)Up-Ps(r,0). Si p.-Py(lc,00) S
pos(c) ou p.-Pp(lc,0.) € Ps(c,0), alors I'ancétre du radical 17¢ de p. est déja
un radical pour la méme regle, et p. est un résidu exact du pas de réduction
correspondant. Donc p.-2,(l.,0.) intersecte a la fois pos(c) et p - P(r,0). Or
L. est un motif (définition 0.61). Ainsi aucun symbole de /. n’apparait sous une
méta-variable, et 'ensemble 22,(l.,0.) est un segment initial (définition 0.25) :
pour toute position g1 < g2, si q2 € P,(l.,0.) alors q1 € Pp(l.,0.). Comme
PePp(le,0.) intersecte pos(c) nous avons p. < p. Notons p.-q1 = p. Comme
P Pple,0.) intersecte p - Ps(r,0) il existe une position g3 € P(r,0) telle que
P-q2€pc-Pplle,0.). Alors pe-q1-q2 € pe-Pp(le,0.), donc q1-q2 € Py(lc,00).
Comme 22;(l.,0.) est un segment initial nous avons donc g1 € 2,(l.,0.), cCest-a-
dire p=pc-q1€pc-Ppllc,00). O

Le lemme 7.7 sur la création de pas de réduction isole deux parties impor-
tantes de la source et de la cible d’'un pas de réduction : les positions propres du
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radical, et la racine, les positions propres et les positions dynamiques du réduit.
Ce lemme exprime au moyen d’une intersection les deux faits suivants :

— Toute cause directe de la création d’'un pas de réduction touche les positions
propres de son radical.

— Toute conséquence directe d'un pas de réduction touche a la zone définie
par la racine, les positions propres, et les positions dynamiques de son
réduit.

Cette analyse suggere un étiquetage fondé sur deux principes :

— Le nom d’une réduction est obtenu en collectant les étiquettes des positions
propres de son radical.

— Le nom d’une réduction est diffusé dans toute la zone englobant la racine,
les positions propres, et les positions dynamiques de son réduit.

7.2 Etiquetage

Cette section définit un étiquetage causal pour les CRS faibles, en mélan-
geant des aspects des étiquetages introduits au chapitre 4 pour les CRS et aux
chapitres 5 et 6 pour le A-calcul et le Pure Pattern Calculus. Les principes de
base de cet étiquetage sont les suivants :

— Comme au chapitre 4 les étiquettes seront portées directement par les
symboles de la signature et n’ajouteront pas de positions aux termes
étiquetés. De plus I'ensemble du systéeme étiqueté sera toujours un CRS,
notamment grace a l'utilisation du raffinement canonique.

— Comme aux chapitres 5 et 6 les pas de réduction porteront des noms
construits avec toutes les étiquettes pertinentes de leur radical, et ces
noms serviront de base pour déterminer les étiquettes du réduit.

Quant au choix des étiquettes et des modifications pertinentes, il suivra le
résultat de 'analyse de la section précédente.

Commencons par délimiter les points sur lesquels 1’étiquetage défini au
chapitre 4 correspond ou ne correspond pas au comportement que nous voulons
obtenir ici. Rappelons que les régles étiquetées (définition 4.42) ont la forme
lo — [1(14),i(r)], our :

— 1(.) est une fonction récupérant I’étiquette racine d’'un terme étiqueté

(définition 1.13),

— 1(.) est une fonction d’étiquetage initial (définition 4.39),

— l4 est un étiquetage d'un méta-terme [, et

— la paire [ — r est une régle non-étiquetée appartenant au raffinement
canonique d’une regle /o — r¢ du systéeme d’origine (Notons [ = Zg" et
r= rgo ).

Observons d’abord que cet étiquetage du chapitre 4 n’utilise pas le nom Q
d’un pas de réduction p comme base des nouvelles étiquettes mais uniquement
létiquette racine 7(/,) duradical [9 de p. Il faudra donc ajouter un mécanisme de
collecte pour former le nom Q d’un pas de réduction p a partir des étiquettes de
son radical. Ensuite, cet étiquetage agit sur les étiquettes des positions propres
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du membre droit » d'une regle raffinée. Les positions propres 22,(r,o) de ce
membre droit r ont deux origines :

— Les positions propres 22,(rg,0 o 0g) du membre droit r¢ de la régle d’ori-

gine.

— Les positions dynamiques 22;(ro,0 00g¢) du réduit selon la régle d’origine.
Ainsi, par rapport a la regle [y — r¢ du systéme d’origine, un pas de réduction
étiqueté selon le chapitre 4 influe sur les étiquettes des positions propres et des
positions dynamiques du réduit. Par conséquent nous couvrons deux des trois
cas de création énoncés par le lemme 7.7 de création de pas de réduction.

En revanche, rien n’est explicitement prévu pour I'instant pour marquer la
racine du réduit. Observons qu'un marquage spécifique de la racine est parfois
utile.

Exemple 7.8.
Considérons la régle de réduction

@(x)Z(x),Z") — Z(Z)

qui définit la B-réduction dans le cadre des CRS. La racine du membre droit
Z(Z') n’en étant pas une position propre, il n’est pas acquis que la racine du réduit
d’un pas de réduction porte une étiquette modifiée. Les trois pas de réduction
suivants montrent trois comportements possibles.

@°((x)*@P(x,x),a) — @“PFla,a)
@°((x)*@(y,y),a) — @P(y,y)
@°(x)%x,a) — a

Dans le premier cas la racine du substitut de Z en est une position dynamique, et
son étiquette est donc modifiée. Dans le deuxiéme cas la racine est une position
statique, et son étiquette n’est donc pas modifiée. Dans le troisiéeme cas enfin
le substitut de Z est dégénéré et ne porte aucune étiquette. Il s’agit d’un cas
d’écrasement.

Comme I’'a montré 'exemple 7.8 il existe des cas ol aucune nouvelle étiquette
ne marque la racine du réduit d'un pas de réduction. Dans ces conditions il est
possible de perdre certaines informations de contribution, et en particulier de
faire mentir le lemme 5.22 de contribution directe.

Exemple 7.9.
Considérons le terme étiqueté

@U@P((y)"y, (x)°t),u)

Le neeud @P définit un radical pour la B-réduction, par la contraction duquel
nous obtenons le terme étiqueté

@ ((x)°t,u)

dans lequel nous venons de créer un nouveau radical pour la B-réduction selon le
deuxiéeme cas de Lévy (couvert par le cas de création (1) ici).



230 CHAPITRE 7. ETIQUETAGE CAUSAL DES CRS FAIBLES

En revanche, comme le corps de la fonction du radical contracté ne contenait
aucune étiquette, la cible @*((x)°t,u) ne porte aucune trace du pas de réduction.
Ainsi le radical créé n’a aucune chance de porter la marque de son créateur.

Ces cas d’écrasement sont possibles dans le A-calcul comme dans le Pure
Pattern Calculus. Les étiquetages des chapitres 5 et 6 gérent ces écrasements
par 'étiquette [Q)] systématiquement ajoutée a la racine de tout radical étiqueté
réduit. Dans les CRS, nous allons faire en sorte que la racine du réduit de tout
pas de réduction en soit une position propre. Nous utiliserons pour cela la notion
d’expansion d’'un CRS présentée ci-dessous, qui est une transformation de CRS.

7.2.1 Expansion

Cette section définit I'expansion d'un CRS, une transformation de systéme
inspirée de la transformation homonyme des systemes du premier ordre pro-
posée par van Oostrom [Ter03]. Cette transformation permet de ne pas perdre
d’informations causales dans les systémes avec écrasement, en particulier en
forcant la racine de tout réduit a en étre une position propre, et donc a porter
une étiquette témoignant du pas de réduction qui vient d’avoir lieu.

Fixons un symbole distingué | d’arité 1. Similairement aux étiquettes telles
qu’employées aux chapitres 5 et 6, ce symbole sera utilisé uniquement en tant
que support pour une information (qui sera une étiquette), et bien qu’il ajoute
des positions aux termes il ne devra en aucun cas interférer avec les réductions
du systeme. En fonction de I'étiquette qu’elle portera, une occurrence du symbole
t pourra en revanche influer sur les noms des radicaux, et donc sur I’évolution
des étiquettes en général.

Une expansion d’'un terme ¢ est obtenue en intercalant entre les positions
de ¢ un nombre arbitraire d’occurrences du symbole unaire . Les regles doivent
étre expansées pour permettre dans les termes expansés les mémes réductions
que dans les termes purs. Pour cela une regle I — r génere un ensemble de
regles expansées dont les membres gauches couvrent toutes les expansions
utiles de /. Le membre droit r aura en revanche une unique expansion. Notons
la similitude avec 'ensemble des étiquetages d'une regle (définition 4.42), ou
tous les étiquetages du membre gauche sont considérés, contre uniquement
Pétiquetage initial pour le membre droit.

Définition 7.10 (Compression et expansion). Fixons un symbole factice distin-
gué 1, qui est un symbole d’arité 1. Soit . une signature de CRS. La compression
complete y(t,) d’un méta-terme t, sur ¥ {1} est le méta-terme sur & défini par
les équations suivantes :

x@) = x(@)
1x) = «
x([x1t) = [xIx@)
X(f(tly---;tn)) = f(X(tl),,X(tn))
1 Z(1,...,t0)) = Z(x(t1),...,x(tn)
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Un méta-terme t, sur & U {1} est une expansion d’'un méta-terme t sur & si
x(t,) = t. Le méta-terme t, est une expansion propre du méta-terme t quand de
plus, pour toute position p € pos(t,) telle que t,(p) =1 nous avons :

— t(p-1) n’est pas une méta-variable, et

— si p=gq-ialors t,(q) n'est pas une méta-variable.

En d’autres termes, une expansion propre est une expansion dont les sym-
boles ¢ ne sont pas adjacents a des méta-variables.

Exemple 7.11.
Le méta-terme (@((1({x)Z(x))),Z")) est une expansion propre du méta-terme
@({x)Z(x),Z"). Le méta-terme @({x)Z(1(x)), (Z")) est une expansion de @({x)Z(x),Z")
mais n’est pas propre.

Définition 7.12 (Expansion d'une reégle). Soit x : [ — r une regle d’'un CRS
z=(¥,%). Notons |l = f(l4,...,l,). Lensemble des expansions de la réegle
K : 1 — r est 'ensemble de regles

Ex) = {fU5,...,15)—ur)| pourtout i, I{ est une expansion propre de l;}

Définition 7.13 (Expansion d’un systéme). L'expansion d’un CRS X = (%, %)
est le CRS E(Z) dont la signature est & U{i} et 'ensemble de reégles est l'union des
expansions des régles de X.

Nous pourrons vérifier a la section 7.3 que I'expansion E(X) d'un systéme
2 a le méme comportement que X, dans le sens que les deux systémes sont
bisimilaires (lemme 7.34) et que la transformation préserve le partage pleine-
ment paresseux (théorémes 7.29 et 7.36), ’éventuelle orthogonalité du systéme
(lemme 7.39), et la notion de descendance (lemme 7.38).

7.2.2 Etiquetage

Nous pouvons maintenant définir une variante de 1’étiquetage proposé au
chapitre 4. Une fois établi le mécanisme d’attribution de noms aux pas de
réduction, le développement de cette section sera identique a la section 4.3.
Comme au chapitre 6, le principal enjeu est donc de déterminer des noms pour
les pas de réduction. Cependant, le formalisme des CRS est beaucoup plus
« explicite » que le Pure Pattern Calculus, dans le sens que toutes les contraintes
d’application d’'une regle de récriture x : [ — r sont visibles dans cette regle, et
que nous n’avons pas comme avec le filtrage composé de conditions additionnelles
définies au niveau méta. Les noms seront donc simplement obtenus en collectant
les étiquettes du membre gauche de la regle appliquée.

Commencons par définir un ensemble d’étiquettes similaire a celui utilisé
aux chapitres 5 et 6.

Définition 7.14 (Noms et étiquettes). Lensemble d’étiquettes £ et I’ensemble
de noms de radicaux N sont définis par la grammaire suivante :

a == pllQ,pl] p position
Q = aj...a, n=1
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Nous pouvons maintenant recopier les définitions de la section 4.3 en utili-
sant le nouvel ensemble d’étiquettes.

Définition 7.15 (Signature étiquetée). Soit . une signature CRS. La signa-
ture étiquetée < est définie par

avec pour toute arité n
< _ a
& = {f*1feH, ac &L}

Nous notons (.)* : < — % la fonction d’oubli des étiquettes telle que pour tous
feFfetacd

F = f

Définition 7.16 (Etiquetage d’un méta-terme). Soit . une signature CRS. La
fonction de désétiquetage (.)* induit un morphisme des méta-termes sur #< vers
les méta-termes sur . Considérons un méta-terme t' sur S et un méta-terme
t sur %. Nous disons que t* est un étiquetage de t si (t')* = ¢.

Définition 7.17 (Etiquetage initial). Soit . une signature CRS. Pour toute
position p la fonction i,(.) transforme un terme sur ¥ en un terme sur SZ par
les regles suivantes :

iplx) = «x
ip([xl) = [xlip(t)
ip(f(tla-“,tn)) fp(ipl(tl);---;ip-n(tn))
ip(Z(t1,....tn) Z(i p1(t1), i pn(tn))

Soit t un méta-terme sur une signature . Létiquetage initial de t est le
méta-terme i.(t), que nous notons encore i(t).

Définition 7.18 (Réétiquetage uniforme). Pour tout terme t sur une signature
FZ et séquence d’étiquettes Q, le réétiquetage uniforme [Q,t] est défini ainsi :

[Q,x] = x
[Q, [x]¢] [x][Q, £]
[Q,FP(t1,. .., tn)] FLPIQ, 84],...,[Q, ,])
[Q,Z(t1,...,t)] = Z(IQ,t1),...,[Q,8,])

Notons qu’a ce chapitre le réétiquetage uniforme ne sera appliqué qu’a des
termes munis d’un étiquetage initial, nous ne perdons donc rien a ne considérer
que des positions dans le troisiéme cas de la définition.

Exemple 7.19.
Considérons le méta-terme

t = U@U(x)Z(x)),Z")
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Son étiquetage initial est
i) = @Mz, 2
et le renommage uniforme par af de cet étiquetage initial est

[aB,it)] = debel@ PN lap 1l [ap. L]y lab 111 7)) 77))

Au chapitre 4, une regle de réduction étiquetée a la forme [, — [7(l,),i(r)],
dans laquelle les étiquettes du membre droit [7(ly),i(r)] sont paramétrées
par l'étiquette racine 7(l4) du membre gauche /,. Ici, nous utiliserons a la
place de cette étiquette racine une séquence d’étiquettes prélevées dans [, qui
contient toutes les étiquettes des symboles qui ne sont pas en dessous d’'une
méta-variable.

Définition 7.20. Pour tout méta-terme étiqueté t, nous notons ||t| la séquence
d’étiquettes définie par :

lxll = €
lxltl = alll
1@, ..t = altgl... gl
1Z(1,....t0)Il = €

Le nom d’un pas de réduction pour une regle étiquetée de membre gauche [,
sera la séquence fournie par ||/,].

Définition 7.21 (Reégle étiquetée). Soit k : I — r une régle CRS. L'ensemble k<
des étiquetages de la regle «x : | — r est I'ensemble de régles étiquetées

k% = {lg—=Tllal,i( | 1=1}

Si R est un ensemble de régles CRS, alors nous notons Z% lensemble des
étiquetages des regles de X.

Enfin, nous pouvons définir I’étiquetage causal d'un CRS faible Z en prenant
Pexpansion E(X) de X, puis le raffinement canonique R(E(X)) de cette expansion
(ainsi qu’il a été fait au chapitre 4 pour 1’étiquetage pleinement paresseux), puis
enfin en appliquant la discipline d’étiquetage décrite dans cette section.

Définition 7.22 (Etiquetage causal). Soit un CRS faible X = (&, R). Son étique-
tage causal est le CRS R(E(X))Z dont la signature est (& L{})% et Uensemble
de régles est R(E(Z))%.

Remarque 7.23. Nous avons opté ici pour une solution simpliste, qui ne transcrit
pas directement le lemme 7.7 de création de pas de réduction. En effet, comme
au chapitre 4, les étiquetages que nous considérerons pour une régle kg : Lo — ro
du systeme d’origine seront les étiquetages des raffinements canoniques de x.
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Ainsi les étiquettes collectées ne seront pas celles des positions propres du membre
gauche de la régle d’origine ko, mais les positions propres du membre gauche
d’une reégle raffinée.

Cette variante est cependant acceptable d’un point de vue des propriétés
de causalité. Ceci pourrait étre informellement justifié a priori a la lumiere
des discussions menées a la section 5.6 sur Uanticipation et le retardement des
propagations d’informations causales. Plus prosaiquement, nous vérifierons la
pertinence de cette variante a posteriori, aux sections 7.4 et 7.5, en dérivant les
propriétés causales du systéeme obtenu.

Enfin, comme aux chapitres 5 et 6, nous définissons sur les séquences d’éti-
quettes une relation de contribution directe et une relation de contribution, qui
sont censées refléter les dépendances entre pas de réduction.

Définition 7.24 (Contribution). Une séquence d’étiquettes Q) contribue direc-
tement o une séquence d’étiquettes T, noté Q —2 T, s’il existe deux séquences
d’étiquettes éventuellement vides I'1 et 'y telles que

I = I4[Q,plly

La relation de contribution est la cloture transitive de —°.

7.3 Equivalence avec le partage pleinement paresseux

Nous allons maintenant vérifier que 1’étiquetage causal des CRS faibles
définit un SLS dont la réduction étiquetée parallele est bisimilaire a la réduction
avec partage pleinement paresseux définie au chapitre 4. Cette vérification est
effectuée en trois temps : a la section 7.3.1 nous vérifions que 1’étiquetage causal
définit un SLS, puis a la section 7.3.2 nous montrons que I’étiquetage causal
d’'un CRS X et I'étiquetage pleinement paresseux de 'expansion E(Z) définissent
des réduction paralleles étiquetées bisimilaires, et enfin a la section 7.3.3 nous
montrons que I'étiquetage pleinement paresseux de I'expansion E(X) et du
systeme X brut définissent des réductions paralléles étiquetées bisimilaires.

7.3.1 Propriété de partage

Nous pouvons maintenant recopier la formalisation de la représentation
de notre CRS étiqueté en un SLS effectuée au chapitre 4, en considérant I'ex-
pansion du systéme d’origine avant d’en prendre le raffinement canonique et
en remplacant aux endroits adéquats I'étiquette 7(/,) par la séquence [|/,]. Ce
dernier point implique également de prendre un ordre sur les étiquettes adapté
des chapitres 5 et 6.

Définition 7.25 (Ordre sur les étiquettes). L'ensemble £ d’étiquettes de la
définition 4.35 est muni de l'ordre partiel < généré par :

w1 = [wl. . .wn,p]
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Instanciation 7.26. Soit un CRS faible (#,%). Considérons Uétiquetage ((& U
(NZ R(E(%))?) de son raffinement canonique et définissons :

— 9 lensemble des termes syntaxiques sur & U{{x) | xe Z}u(&F U {HZ.

— R lensemble des pas de réduction faible par les régles de R(E(R))¥.
Soit p € Z. Notons p: cll?]— clr?] et définissons :

— dex(p)=1°
— duct(p)=r?
- ctx(p)=c

- effz(p)=2,(r,0)
Notons Z =(L[LIuX,T ,%,dex,duct,ctx,effz).

Lemme 7.27 (ATRS marqué). Le systéeme X est un ATRS marqué.

Démonstration.
Source & Cible Tout terme syntaxique est dans J .

Résidus Soient deux pas de réduction pi,p9 € Z tels que src(pi) = src(p2)
et les positions racines root(p;) et root(p2) sont disjointes. Notons pg :
c1ll7'1 — c1lr{'] et pg : c2ll3?] — colry?]. Comme root(p;) et root(ps)
sont disjoints, il existe ¢ un contexte binaire tel que src(p1) = src(pg) =
cll],15°1 et tgt(p1) = clr]",15°]. Alors pj, : tgt(ry) — clr]’,rg*] est un pas
de réduction de Z équivalent a ps.

Zone d’effet Soient p € Z et q € pos(duct(p)) \ ef£z(p). Par définition de effz,
q € P4(r,o0). Conclusion par lemme 4.44. O

Lemme 7.28 (SLS). Le triplet (£,<,X) est un SLS.

Démonstration.

Etiquette racine Par définition de 7, tous les symboles sauf les variables sont
étiquetées, et le symbole de téte d'un radical ne peut étre une variable.

Progression Soit un pas de réduction p : c[l?] — c[r?]. Toute étiquette de la
zone d’effet de p est une étiquette de r, c’est-a-dire une étiquette de la
forme [||||, p], ot par définition la séquence d’étiquettes ||/|| commence par
7(1) = 7(p). Donc 7(p) < [lIZ|, p].

Héritage Soient pe Z et a,f € £ telles que B apparait dans effz(p), a < f et
a # 1(p). En particulier § est de la forme [w;...w,,pl avec 7(p) = w1, donc
a < 1(p) et méme a < 7(p). De plus 7(p) apparait dans dex(p).

Partage L'étiquette a la position p dans la zone d’effet d’'un pas de réduction
p de nom Q est [Q, p]. Toutes les positions de la zone d’effet portent donc
des étiquettes différentes. O

Ainsi, comme dans les cadres du A-calcul faible (chapitre 5) et du Pure
Pattern Calculus faible (chapitre 6), I’étiquetage « causal » des CRS faibles
définit un SLS, c’est-a-dire une réduction partagée. Nous allons maintenant
établir I’équivalence entre cette réduction partagée et le partage pleinement
paresseux défini au chapitre 4.

Cette équivalence, qui avait seulement été évoquée pour le A-calcul faible (a
la section 5.5) est ici décomposée en deux étapes :
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— La section 7.3.2 montre d’abord, dans un cadre avec expansion, que créer
les étiquettes du réduit a ’'aide d'un nom de radical complexe (comme au
présent chapitre) ou a I'aide seulement de I'étiquette racine du radical
(comme au chapitre 4) donne le méme partage.

— La section 7.3.3 montre ensuite, dans un cadre ou les étiquettes du ré-
duit sont construites a I'aide de 1’étiquette racine du radical (comme au
chapitre 4), que 'expansion n’influe pas sur le partage.

L'avantage de considérer cette décomposition, et dans cet ordre, vient de I'in-
teraction entre I’expansion et le nommage des pas de réduction qui existe dans
les définitions de la section 7.2 : ajouter ou enlever des expansions dans un
membre gauche de régle modifie le nom des pas de réduction associés. En re-
vanche, comme nous n’expansons pas la racine des membres gauches de regles
(définition 7.12), si les étiquettes du réduit ne sont construites qu’a partir de
I’étiquette racine du radical alors 'expansion ne change rien aux étiquettes.

7.3.2 Pleine paresse avec expansion

Prenons un CRS %, et considérons le raffinement canonique de son expansion,
qui est un CRS noté R(E(Z)). Sur ce systéme, considérons I'étiquetage causal
selon la section 7.2 et 'étiquetage pleinement paresseux selon la section 4.3. A
I'instar de ce que nous avons vu a la section 4.4 quant a la relation entre les
étiquetages que donnent les chapitres 2 et 4 du A-calcul, nous pouvons résumer
la relation entre ces deux CRS étiquetés en trois points :

— Ils sont deux étiquetages du méme ATRS sous-jacent.

— Ils sont différents.

— Ils définissent des relations de réduction parallele étiquetée bisimilaires.
La conjonction des premier et troisieme points donne ’équivalence de ces deux
notions de partage. Les propriétés communes qui permettent d’établir cette
équivalence du partage sont encore les deux suivantes :

— Les pas de réduction des deux systémes ont les mémes zones d’effet.

— Les étiquettes de la zone d’effet de tout pas de réduction sont toutes

différentes.

L’énoncé de cette équivalence utilise encore la notion de termes miroirs
introduite a la section 1.5.

Théoreme 7.29 (Partage équivalent). Soient un CRS X et le CRS R(E(X)) obtenu
par expansion et raffinement canonique de X.

Soient tw un terme étiqueté de R(E (X)) selon le chapitre 4 et tc un terme
étiqueté selon le présent chapitre tels que tw = t¢. Alors tw et t¢ induisent la
méme relation d’équivalence par étiquettes (définition 3.25) sur les positions de
t=ty =te.

Démonstration. Par définition de tw = ¢, il existe un terme non étiqueté ¢( et
une séquence de réduction miroir paralléle (pw,o¢) de source (i(¢g),i(¢g)) et de
cible (tw,tc). Raisonnons par récurrence sur le nombre d’étapes de réduction
parallele étiquetée dans la séquence.
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Le cas de base, avec une séquence de longueur 0, est immédiat car alors
tw =i(tg) =tc.

Supposons donc que la propriété est vérifiée pour les séquences de réduction
miroir parallele de longueur 7, et considérons une séquence de réduction miroir
parallele (ow pw,0cpc) de cible (¢}, t;,), avec (ow,0c) une séquence de réduction
miroir parallele de longueur n. Notons tw et ¢¢ les cibles respectives de pw et

Oc-

i(to) @W%;W=ﬁw#t'w
B By g
i(to) oc—>tc pc—>ty

Par hypothese de récurrence les termes ¢w et ¢ induisent la méme relation
d’équivalence par étiquettes sur les positions de ¢ = ¢, = t,. De plus, tw et ¢
vérifient tous deux les propriétés S et [ par lemme 1.18 et théoréme 1.19. Notons
ww T'étiquette racine des radicaux réduits en parallele par pw et Q¢ le nom des
radicaux réduits en paralléle par pc.

Soient p’ et q' deux positions de t’. Notons p et g leurs ancétres respectifs
dans ¢. Supposons que 7,/(ty,) = T4/(ty,) = . Nous allons montrer que 7,/(t,) =
74/(t;). Raisonnons par cas sur les positions p' et ¢'.

— Sini p’ ni ¢/ n’est dans la zone d’effet d’'un des pas de réduction paralléle,
alors 7,(tw) = Tp(ty,) = T4/(ty,) = 74(tw), donc par hypothese de réduction
Tp(tc) = 14(tc), et finalement 7,/(t,) = Tp(tc) = 14(tc) = Ty (t).

— Si p’ est dans la zone d’effet d'un des pas de réduction paralléle et pas
q', alors a = Tp/(t%,) est de la forme [ww, p.] (ou p,. est la position a I'inté-
rieure de la zone d’effet) et a = ‘L'qr(t;,v) =14(tw), donc ww < 74(tw), ce qui
contredit I(¢w).

— Si p’ et ¢’ sont tous deux dans la zone d’effet d'un des pas de réduction
parallele, alors a = 7,/(t},) est de la forme [ww,p.] et @ = 74/(t},) est de
la forme [ww,q.], avec en particulier p, = q., et donc Tpr(t’c) =[Qc,pel =
[Qc,qe] = Tg (2.

Nous montrons similairement que 7,/(¢,) = 74/(t;) implique 7,/(ty,) = 74/(t},), ce
qui conclut la preuve. O

Ainsi, baser la génération des nouvelles étiquettes sur des noms complexes
issus des radicaux ne change rien au partage. Nous pouvions d’ailleurs nous y
attendre : si la propriété de partage S est vérifiée, alors deux radicaux de méme
étiquette racine sont égaux et ont donc méme nom.

7.3.3 De la transparence de 'expansion

Pour finaliser le lien entre 1’étiquetage causal d'un CRS et son étiquetage
pleinement paresseux, nous allons maintenant vérifier que ’expansion du sys-



238 CHAPITRE 7. ETIQUETAGE CAUSAL DES CRS FAIBLES

teme n’affecte pas ses réductions paralleles étiquetées (théoreme 7.36). D'une
maniére plus générale, nous allons dans cette section montrer que la compres-
sion (I'inverse de ’expansion, définition 7.10) préserve I’essentiel de ce qui nous
intéresse du comportement des systémes, a savoir les séquences de réduction
et leurs longueurs (lemme 7.34 de bisimulation), la descendance (lemme 7.38),
et I’éventuelle orthogonalité des systemes (lemme 7.39). Ces propriétés mises
ensemble nous permettrons a terme d’assurer également la préservation des
notions de résiduation, de nécessité, et finalement de partage optimal.

Ces propriétés sont essentiellement immédiates dans le cadre de ’expan-
sion/compression, mais elles permettent de mettre en place la méthode qui
sera utilisée aux chapitres 8 et 9 pour montrer les bonnes propriétés de la
transformation de lifting.

Cette méthode est basée sur I'utilisation d’'une définition alternative « a petits
pas » d’'une transformation qui nous est donnée par une fonction globale (ici la
fonction y(.) de compression). Cette définition se fait dans le cadre d’un systéme
de récriture dans lequel peuvent étre exprimés a la fois le systeme source (ici
un CRS expansé), le systeme cible (ici le méme CRS, mais compressé), et la
transformation (ici la compression, vue comme une suite de pas de récriture).

La représentation « a petit pas » permet de ramener la preuve de correction
de la transformation globale a la preuve de correction d’un seul pas de trans-
formation. Nous pourrons donc nous contenter d’analyses locales et simples.
Llutilisation d'un cadre de récriture pour représenter la transformation permet
de plus d’'utiliser des notions existantes comme la descendance pour établir un
lien entre les positions des termes avant et apres transformation.

Considérons un CRS X, son expansion E(Z), le raffinement canonique R(E(X)),
et Pétiquetage pleinement paresseux R(E(Z))Z selon le chapitre 4.

Définition 7.30 (Regle de compression). Nous pouvons ajouter & E(X) une régle
¢ dite de compression
c : WZ) —-. Z

dont 'unique raffinement est elle-méme, et donc les étiquetages sont donnés par
le schéma de regle suivant pour toute étiquette a € £ :

ca : M2Z) —. Z

Un pas de compression est l'application d’'un regle de compression dans un
contexte arbitraire (nous ne considérons aucune restriction a la réduction faible
ici).

Du point de vue de l'interprétation graphique, la compression peut étre
comprise comme la suppression des indirections que représentent les nceuds
factices 1%(.). Vérifions maintenant que ces régles de récriture décrivent sans

ambiguité une fonction (lemme 7.31 de convergence) et que cette fonction coincide
bien avec la fonction de compression de la définition 7.10 (lemme 7.32).

Lemme 7.31 (Convergence). Les regles de compression définissent un systéme
de récriture convergent (c’est-a-dire confluent et fortement normalisant).
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Démonstration. Le systéme défini par les reégles de compression est orthogo-
nal et donc confluent ([KvOvR93]). De plus, il n’existe aucune séquence de
compression infinie, puisque chaque pas faire décroitre d’'une unité le nombre
d’occurrences dans le terme de symboles de la forme (“. O

Le systeme formé par les régles de compression est donc convergent, et
définit pour chaque terme une unique forme normale. Les formes normales étant
caractérisées en ce qu’elles ne contiennent aucun symbole de la forme (%, elles ap-
partiennent au systéeme R(X)Z. Les régles de compression définissent donc une
fonction des termes de R(E(2))Z dans les termes de R(Z)%, dont le lemme 7.32
de correction suivant vérifie qu’elle est bien la fonction de compression y(.) de la
définition 7.10.

Lemme 7.32 (Correction des regles de compression). Soit ¢ un méta-terme de
REZ))%. Alors x(t) est la forme normale de t par les régles de compression.

Démonstration. Par induction sur ¢ nous pouvons montrer que ¢ —. x(¢) par une
séquence de pas de compression. Or y(¢) est une forme normale pour les regles
de compression, d’ot1 conclusion par lemme 7.31 de convergence. O

Ainsi nous avons deux caractérisations équivalentes d’un lien entre les
termes de R(E(Z))¥ et les termes de R(Z)Z, 'une basée sur une fonction de
compression définie au niveau méta, 'autre basée sur une regle de récriture
ajoutée au systeme. Pour démontrer que cette compression définit une bisimu-
lation entre les réductions paralleles étiquetées des deux systémes nous allons
utiliser la caractérisation basée sur la récriture.

Nous allons bénéficier du fait que les regles expansées (définition 7.12) sont
définies indépendamment du nombre d’occurrences du symbole :. En particulier,
les pas de compression ne sont pas seulement une transformation progressive des
termes, mais aussi une transformation progressive des séquences de réduction.

Lemme 7.33 (Commutation).

t——u u
- Si l alors il existe u' tel que l .
¢ t/_c»u/
t——u t
- Si l alors il existe t' tel que l
u/ t/_c)-)u/

Démonstration. Par cas sur les position relatives des radicaux des pas de ré-
duction ¢ — u et t — t' (ou u — u'). Uargument principal est que ’'expansion
d’une regle (définition 7.12) admet une répartition quelconque des symboles .
La séquence t' —, u' vient du fait qu'un pas de réduction peut dupliquer un
symbole t. O

Ce lemme de bisimulation simple a pour corollaire :



240 CHAPITRE 7. ETIQUETAGE CAUSAL DES CRS FAIBLES

Lemme 7.34 (Bisimulation). La fonction y(.) définit une bisimulation entre les
systémes R(E(2)Z et R(2)%.

Démonstration. Par lemme 7.32 de correction, pour tout terme ¢ du systéme
R(E(2))? il existe une séquence de compression ¢ —» y(t). Par récurrence sur la
longueur de cette séquence, le lemme 7.33 permet de conclure. O

Nous pouvons de plus observer que ce résultat ne concerne que ’expansion,
et est indépendant du fait que le systéeme puisse étre raffiné ou étiqueté.

Enfin, le résultat de bisimulation 7.34 peut étre associé a une remarque de
préservation des étiquettes pour en déduire que la bisimulation vaut également
pour la réduction paralléle étiquetée.

Lemme 7.35 (Préservation du partage). Soit p:t = t' une étape de compression
paralléle étiquetée. Soient deux positions p',q’ € pos(t'). Alors 1,(¢')=14(t') si et
seulement si les ancétres respectifs p et q de p' et q' dans t vérifient 7,(¢) = 74(2).

Démonstration. Immédiat, la compression ne modifiant aucune étiquette. [

Théoreme 7.36 (Bisimulation pour la réduction partagée). La fonction x(.)
définit une bisimulation entre les réductions paralléles étiquetées des systémes
R(E(X)Z et R(X)Z.

Démonstration. Le lemme 7.35 permet, sous les hypotheses de la propriété de
partage S et de la propriété d'indépendance [, d’exprimer le lemme 7.33 avec la
réduction parallele étiquetée et 1a compression parallele étiquetée. De 1a nous
déduisons la bisimulation. O

La préservation de la descendance par compression peut étre déduite des
propriétés précédentes griace a une astuce liée aux étiquettes. Ces derniéres
permettent en effet de suivre les relations de descendance.

Lemme 7.37 (Descendance et étiquettes). Considérons un CRS X (qui peut
contenir la régle de compression), son expansion E(X), le raffinement canonique
R(E(Z)) et létiquetage pleinement paresseux R(E(Z))Z. Soit t un terme étiqueté
dont toutes les étiquettes sont initiales et différentes, et t — t' une séquence
de réduction étiquetée. Alors une position p' € pos(t') descend d’une position
D € pos(?) si et seulement si Tp/(t') = 7,(2).

Démonstration. Par récurrence sur la longueur de la séquence, avec I’énoncé
généralisé suivant :

Pour tout terme étiqueté ¢, toute séquence de réduction p: ¢ — t/, et toute
étiquette a apparaissant dans ¢, notons Py = {p € pos(?) | 7,(¢) = a} et P, =
{p’ e pos(t’) | p/(t') = a} les ensembles des occurrences de a dans ¢ et ¢'. Alors
Pl =P,lp. O

La descendance étant liée aux étiquettes, nous pouvons nous servir des
résultats de confluence sur la réduction étiquetée pour déduire la stabilité par
compression de la notion de descendance.
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Lemme 7.38 (Préservation de la descendance). Considérons un CRS X, et
E(R(Y)) le raffinement canonique de son expansion. Soit un pas de compression
Pc it —cu et un pas de réduction p; :t —t', et notons p, :u—u'et pl:t' ».u
la cléture du diagramme selon le lemme 7.33 de bisimulation simple. Alors les
séquences p.py et p:p.. définissent la méme relation de descendance entre les
positions de t et de u'.

Démonstration. Considérons un étiquetage ¢; de ¢ par des étiquettes toutes
initiales et différentes. Par lemme 7.33 les versions étiquetées des séquences
PcPu €t pipl. ont toujours une méme cible u; Alors par lemme 7.37 liant la
descendance aux étiquettes, nous pouvons conclure. O

Enfin, nous pouvons vérifier que ’expansion préserve 'orthogonalité des
systémes.

Lemme 7.39 (Expansion et orthogonalité). Soit X un CRS. Alors le CRS E(X)
est orthogonal si et seulement si X 'est aussi.

Démonstration. La preuve est similaire a celle effectué par van Oostrom pour
Iexpansion de systémes du premier ordre [Ter03, Chap. 8]. O

La technique d’analyse utilisée dans cette section, qui caractérise une trans-
formation entre deux systémes de récriture par une opération de récriture afin
d’une part d’obtenir des relations entre les positions des termes sources et cibles
de la transformation et d’autre part de ramener I'analyse d’une transformation
globale a ’'analyse d’'une transformation locale sera réutilisée aux chapitres 8
et 9 pour établir un lien entre la réduction faible et la récriture du premier ordre.
Ce que nous venons de faire dans la présente section peut étre vu comme un
exercice d’échauffement en vue de ces deux prochains chapitres.

7.4 Propriétés de contribution

Cette section vérifie que 1'étiquetage de la section précédente associé a
I'expansion d’'un systéme capture convenablement les créations de radicaux.
Nous y verrons également que dans un systéme non orthogonal, les autres
propriétés causales peuvent étre plus problématiques.

7.4.1 Contribution directe

Considérons un CRS X. Prenons son expansion E(Z) et le raffinement cano-
nique R(E(X)). Appliquons la discipline d’étiquetage définie a la section 7.2 et
notons =< le systéme obtenu. Nous pouvons maintenant prouver que =< vérifie
un lemme de contribution directe identique aux lemmes 5.22 sur le A-calcul
faible étiqueté et 6.59 sur le Pure Pattern Calculus faible étiqueté.

Lemme 7.40 (Contribution directe). Pour tout pas de réduction p :t — t' de
nom Q, si p. est un pas de réduction de source t' et de nom Q. créé par p, alors
Q—2Q..
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Démonstration. Notons p : c[19] — c[[Q,i(r)]°] le pas de réduction et I° le radi-
cal du pas de réduction créé. En particulier 2. = ||/.||. Raisonnons par cas sur la
création des pas de réduction, avec le lemme 7.7, et montrons que Q contribue a
au moins une position propre de /. :

— Cas ol une position propre p’ de [Q,i(r)]° fait partie des positions propres
de /.. Par définition, cette position résulte d'une position propre p de r,
et 7,/([Q,i(r)]?) =[Q, p]. (nous pouvons aussi remarquer dans ce cas que
p = p’ en raison du raffinement canonique)

— Cas ou la racine de [Q,i(7)]° est une position propre de /.. Rappelons que
nous considérons un systéme expansé. La racine de r est donc le symbole
factice 1, et la racinde de [Q,i(r)]° porte alors I'étiquette [Q,€].

— Cas ol une position dynamique p’ de [Q,r]° fait partie des positions
propres de .. Le méta-terme r étant issu d’'un raffinement canonique,
toutes ses méta-variables ont une arité nulle. En particulier [Q2,r]° n’a
pas de positions dynamiques. O

Remarque 7.41. Le troisiéme cas de création d’un pas de réduction, concernant
Uintersection des positions propres du radical du pas de réduction créé avec les
positions dynamiques du réduit du pas de réduction effectué, est masqué par
lopération de raffinement canonique. En effet, le raffinement canonique d’'un
méta-terme peut étre vu comme la transformation des positions dynamiques en
positions propres.

7.4.2 Instabilité des radicaux

Au chapitre 6 nous avons défini un systéme étiqueté non-séquentiel possé-
dant d’autres propriétés causales que le simple témoignage des créations de pas
de réduction. Le Pure Pattern Calculus étiqueté vérifie en effet le lemme 6.60
de stabilité des radicaux, qui exprime une certaine monotonie de ’évolution des
noms de radicaux. L'idée principale en était : 'ensemble des contributeurs d'un
résidu contient I'ensemble des contributeurs de son ancétre.

Une telle propriété ne résiste pas aux cas de non-orthogonalité plus géné-
raux qui se peuvent trouver dans les CRS, ou méme simplement dans les TRS
(Iexemple 7.42 suivant est exprimé au premier ordre).

Exemple 7.42.
Considérons des symboles [ et a d’arités respectives 2 et 0, et deux régles de
récriture

Kg fla,2) — f(Z,Z)
Kr : f(Z1,Z9) — [(Ze,Z1)

Placons-nous dans Uétiquetage de ce CRS, sans nous soucier de l'expansion qui
n’intervient pas ici, et prenons le terme

fea’,a")
De ce terme nous avons un pas de réduction de nom af} par la régle k¢

pr : fUaP,a") —  flebaY a")
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Mais un pas de réduction de nom a par la régle x, est également possible
pa i fUaPa’) — fUa’,af)

Maintenant, en considérant le résidu de py apres pq, nous observons un pas de
réduction de nom [a,ely pour la régle x ¢

p} . f[a,e](ay’aﬁ) - f[[a,e]}/,e](aﬁ’aﬁ)

Visiblement les deux pas de réduction ps et p, de 'exemple 7.42 ne com-
mutent pas, ce qui n’est pas surprenant dans le cadre d’'un systéme non-orthogonal,
mais la partie plus problématique est la modification du nom du premier pas
de réduction py par résiduation (p}) : nous passons de af} a [a,ely. Dans le
deuxiéme nom l’étiquette a est toujours présente et apporte ses contributeurs,
mais 'étiquette 8 en revanche a disparu au profit d’'une autre étiquette y qui ne
lui est aucunement reliée.

Remarquons que, dans le cadre de la définition 7.1, le pas de réduction p/,
n’est pas un résidu exact de pas de réduction p;. En effet, p; utilise la regle
étiquetée

YRR A CLI AR L VAV A

tandis que p’f utilise la regle étiquetée

b 9N z) — ez, 7)

Ces deux regles étant différentes, la relation entre pr et p’f n’est pas une relation

de résiduation exacte. Cependant, les deux regles Kic et K? sont deux étiquetages
de la méme reégle x¢ : f(a,Z) — f(Z,Z) du systeme d’origine. Ainsi, dans une
version non étiquetée de la méme séquence de réduction le pas de réduction p}
serait bien considéré comme un résidu du pas de réduction py.

Ceci suggere une notion de résidu approché, qui désigne des pas de réduction
qui sont liés par une relation de résiduation dans le CRS d’origine, mais qui
ne sont plus des résidus exacts dans le systéme expansé, raffiné et étiqueté
en raison des informations supplémentaires que contient ce dernier. Pour étre
plus légitime, une réflexion générale sur la causalité dans les CRS dans un
formalisme comme le notre devrait se baser sur cette notion de résiduation
approchée plutot que sur la résiduation exacte.

Dans cette thése cependant, en raison des problémes d’instabilité des noms
évoqués par I'exemple 7.42, nous limiterons la suite de ’étude des propriétés
causales de notre étiquetage au cadre des CRS orthogonaux. Dans ce cadre, la
résiduation approchée sera toujours exacte, et ces considérations pourront donc
étre ignorées.
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7.5 Correction et complétude causales dans les sys-
temes orthogonaux

Prenons maintenant un CRS orthogonal faible X, et considérons son étique-
tage causal avec raffinement et expansion X< défini comme ci-dessus. Nous
pouvons obtenir dans ce cadre les propriétés de correction et de complétude
causales qui avaient été énoncées par les théoremes 5.27 et 5.29 pour le A-calcul.

Constatons d’abord que la notion d’antécédent nécessaire peut étre adaptée
de facon transparente au cadre des CRS faibles orthogonaux.

Définition 7.43 (Ensemble de pas de réduction nécessaire). Soit I un ensemble
de termes étiquetés. Un ensemble % de pas de réduction est nécessaire pour I
si toute séquence de réduction g telle que src(p) est un terme étiqueté initial et
tgt(p) € I contient un pas de réduction de .

Définition 7.44 (Nom nécessaire). Soit I un ensemble de termes étiquetés. Un
nom () est nécessaire pour J si ’ensemble des pas de réduction de nom Q est
nécessaire pour I .

Définition 7.45 (Antécédent nécessaire). Soient Q1 et Qo deux noms de pas de
réduction. Le nom Q1 est une antécédent nécessaire du nom Qg, noté Q1 —"
Qo, si le nom Q1 est nécessaire pour I’'ensemble des sources de pas de réduction
de nom Q.

La correction et la complétude causales correspondent toujours a I'égalité
des relations —" (définition 7.45) et — (définition 7.24), et les mémes résultats
intermédiaires permettent d’accéder a cette conclusion. La suite de cette section
retranscrit le travail qui avait été effectué sur I'étiquetage causal du A-calcul
faible a la section 5.4. Le lemme de contribution directe 5.22 a déja été généralisé
par le lemme 7.40.

Lemme 7.46 (Stabilité des pas de réduction). Soit un pas de réduction p :t —t'.
Si pg est un pas de réduction de source t et de nom Q, alors tout descendant de
root(p,) est la position racine d’un pas de réduction de méme nom Q.

Démonstration. Par lemme 4.34, 'étiquetage causal =% du CRS orthogonal
d’origine est un CRS orthogonal en réduction faible. En particulier, de méme
que dans un systéeme orthogonal, tout descendant de root(p,) est la position
d’un résidu exact de p,, c’est-a-dire un pas de réduction utilisant la méme regle
étiquetée [ — r que p,. Les deux ont donc méme nom. O

Lemme 7.47 (Développements finis). Soient t un terme étiqueté et £ un en-
semble de pas de réduction de source t. Alors les trois propriétés suivantes sont
vérifiées :
— Tous les développements de X sont finis.
— Tous les développements complets de % ont méme cible.
— Tous les développements complets de X définissent les mémes relations de
descendance et de résiduation.
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Démonstration. Par lemme 4.34, le systeme étiqueté est un CRS orthogonal en
réduction faible. Par conséquent, pour tous deux pas de réduction co-initiaux
t=collo°l— colroclet t = ci[l‘;i] — ci[r?i], si le radical l?i est dans le radical 7°
alors l‘if" est soit dans ¢; soit & une position gelée de [,,. Or l‘if" n’est pas gelé par
hypothese, donc / ?i est dans 0,. Ainsi, de méme que dans un systéme orthogonal,
deux pas de réduction co-initiaux ne se recouvrent jamais. Nous démontrons
donc qu’un tel systéme vérifie les propriétés de développements finis de la méme
manieére que pour un systéme orthogonal [GK96]. O

Prouvons d’abord la correction causale, c’est-a-dire I'inclusion de la relation
de contribution — dans la relation de dépendance —” (théoréme 7.50). Le
cheminement est le méme que celui qui avait été suivi pour le théoreme 5.27 de
correction causale du A-calcul faible étiqueté : nous allons suivre les origines des
étiquettes et vérifier qu’elles n’enregistrent pas de « fausses » contributions.

Lemme 7.48 (Origine des étiquettes). Soit p une séquence de réduction dont la
source est un terme étiqueté initial. Si une étiquette de la forme [Q, a] apparait
dans la cible de p, alors la séquence p contient un pas de réduction de nom ().

Démonstration. Par récurrence sur la longueur de p, en remarquant qu’a chaque
pas une étiquette de la forme [QQ, @] soit est créée par un pas de réduction de nom
Q soit est portée par un symbole f (.01 qui descend d’un symbole identique. [

Lemme 7.49 (Nécessité directe). Soit p une séquence de réduction dont la source
est un terme étiqueté initial. Notons p un pas de réduction de source t =tgt(p),
et Q le nom de p. Si Q' est un nom de pas de réduction tel que Q' —¢ Q, alors p
contient un pas de réduction de nom €)',

Démonstration. Notons Q = w1...w,. Par définition de —¢ il existe un i tel
que w; = [, al]. Donc par définition du nom d’un pas de réduction il existe une
position p € pos(t) telle que 7,(¢) =[Q',a]. Alors par lemme 7.48 la séquence p
contient un pas de réduction de nom '. O

Théoreme 7.50 (Correction causale). Soient deux noms de pas de réduction 1
et Qg tels que Q1 — Qo. Alors Q1 —" Qo.

Démonstration. Par récurrence sur la longueur d’une séquence Q; —< ...

Q.

— Si Q =% Qq, alors par lemme 7.49 toute séquence de réduction allant
d’un terme initial & un terme source d’'un pas de réduction de nom Qg
contient un pas de réduction de nom Q1, c’est-a-dire Q1 —" Qo.

— Si Q3" Qg et Q1 —% Qg, alors de méme qu’au point précédent 21 —" Qg,
et par transitivité Q1 —" Qo. O

Prouvons enfin la complétude causale, c’est-a-dire 'inclusion de la relation
de dépendance —" dans la relation de contribution — (théoréme 7.52). Le
cheminement est le méme que celui qui avait été suivi pour le théoréeme 5.29 de
complétude causale du A-calcul faible étiqueté : 'étape intermédiaire consiste a
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vérifier que des étapes de réduction dont les noms ne sont pas comparables par
— peuvent étre permutés.

Lemme 7.51 (Permutation). Si to =q, t1 =q t2 et Qo ¥ Q, alors l'un de ces
deux cas est vérifié :

— to=>q ta.

— Il existe t'| tel que to =q t| =q, to.

Démonstration. Comme Qg ¥~ Q, par contraposition du lemme 7.40 les pas de
réduction de source #1 et de nom (2 ont des ancétres de source ty. En particulier
to =q, t1 =q t2 est un développement complet de 'ensemble des pas de réduc-
tion de source #1 et de nom Qg ou Q et par lemme 7.47 sa cible ¢ est également
la cible de tout autre développement complet, par exemple le développement
consistant d’abord en la réduction paralleéle du nom ( suivie de celle du nom Q
si ce dernier apparait encore. O

Théoreme 7.52 (Complétude causale). Soient deux noms de pas de réduction
Qq et Q tels que Qo —" Q. Alors Qy — Q.

Démonstration. Considérons un nom de pas de réduction Q, et Z I'ensemble
des séquences de réductions paralleles étiquetées de longueur minimale ayant
pour source un terme initial et terminant par une étape Q. Il existe donc un n
tel que toute séquence p € Z a la forme

39!;17 . e 39]%39

Notons 2* 'ensemble des séquences p € Z pour lesquelles il existe au moins un
i€{l,...,n} tel que OF Q.

Supposons que I'ensemble #* est non vide. Notons i le plus grand entier tel
qu’il existe une séquence p € Z* telle que Qf # Q. Notons p une séquence de
R* telle que Qf ¥ Q. La séquence p est de la forme

. 399:»’99 “ee 395 39
12 i+1

(ou I'étape =qe peut étre confondue avec I'étape =qe ou Pétape =>q).

Par définition de g, nous avons Qfﬂ — Q. Comme Qf 4 Q et par transiti-
vité de — nous en déduisons Q? > Q§+1' Alors par lemme 7.51 nous pouvons
construire I'une des deux séquences suivantes :

— Une séquence.. .. :"Qfd:'ﬂfﬂ ... =>q strictement plus courte que g, contre-
disant la minimalité de sa longueur parmi les séquences de réductions
paralléles étiquetées s’achevant par =q.

— Une séquence ... =qe q¢ - =0 avec Qf 4 ), de méme longueur que
0 mais contredisant la maximalité de .

Ainsi, ’'ensemble #£* est nécessairement vide, et tout nom Q¢ apparaissant dans
une séquence de Z vérifie Qg — Q.

Finalement, soit Q9 un nom tel que Q¢ —" Q. Par définition 7.45, toute

séquence de réduction p dont la source est initiale et dont la cible tgt(p) est
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source d’'un pas de réduction p de nom Q contient un pas de nom Qg. Cest
le cas en particulier de toute séquence développant une séquence de %2. Donc
Qo — Q. O

Ainsi, si comme remarqué a la section 7.4 ’étiquetage « causal » des CRS n’a
que peu de propriétés causales dans le cas général, il a en revanche bien nos
deux propriétés de correction et de complétude causales dans le cas de CRS or-
thogonaux (théorémes 7.50 et 7.52), et la preuve de ces propriétés n’est pas plus
difficile que dans le cadre du A-calcul (théoremes 5.27 et 5.29). Ces propriétés
justifient aussi a posteriori la 1égitimité de I'utilisation du raffinement cano-
nique : bien que le raffinement fasse « gonfler » les noms des pas de réductions
Popération n’a pas d’'impact sur les relations de contribution.

Bilan du chapitre

Dans ce chapitre nous avons généralisé aux CRS faibles 'analyse de cau-
salité faite pour le A-calcul faible au chapitre 5 et le Pure Pattern Calculus
faible au chapitre 6 (section 7.1). Une fois encore, cette analyse de causalité a
aboutit a un étiquetage des CRS (section 7.2), dont nous pouvons noter qu’il
est significativement plus simple que I'étiquetage du Pure Pattern Calculus
du chapitre 6 grace au formalisme des CRS associé a la notion de raffinement
canonique héritée du chapitre 4.

Nous avons vu que ces CRS étiquetés n’ont pas en général toutes les proprié-
tés causales qu’a le A-calcul faible étiqueté, mais que ces propriétés de correction
et de complétude causales sont retrouvées dans le cas de CRS orthogonaux
(section 7.5). Nous pouvons donc en déduire que les CRS orthogonaux faibles
sont des systémes dans lesquels la dépendance causale est bien définie, ce qui
nous permettra dans 'ultime partie de cette thése (au chapitre 10) d’y parler de
partage optimal.

Enfin, nous avons établi un lien entre ’étiquetage causal des CRS faibles et
Pétiquetage pleinement paresseux défini au chapitre 4, lien qui nous permettra
de faire remonter au cadre pleinement paresseux ces résultats d’optimalité qui
seront établis au chapitre 10.

Mais avant cela nous allons faire dans la partie IV suivante un détour sim-
plificateur et analyser les relations entre la réduction faible et la récriture du
premier ordre. Nous allons pour cela étudier une transformation de systémes
de récriture en suivant les mémes méthodes qui ont été introduites a la sec-
tion 7.3.3 pour 'analyse de ’expansion/compression d'un systéme, a savoir la
décomposition d'une transformation globale en une transformation « a petits
pas » et son intégration dans un systéme de récriture contenant en outre a la
fois le systéme source et le systéme cible de la transformation.
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Introduction

La présente partie a pour objectif la formalisation d’'une idée qui est dans
P’air depuis longtemps dans le monde de la programmation fonctionnelle comme
dans celui de la récriture : la réduction faible peut étre ramenée a de la récri-
ture du premier ordre. Ce fait a déja pu se matérialiser par des traductions du
A-calcul en logique combinatoire [CF74, cH98] ou dans des systémes de super-
combinateurs [Hug82, Joh85, PJ87], dans des systémes de substitutions expli-
cites [ACCL90, Kes07], dans des transformations de défonctionalisation [Rey98],
ou encore dans la dérivation de machines abstraites [Kri07, Ses97, ABDMO3].

La correspondance obtenue entre ces deux mondes va toutefois plus loin que
ce qui était suggéré jusque la, puisqu’elle cumule toutes les caractéristiques
suivantes :

— elle donne une bisimilarité entre tout systéme faible et sa traduction au

premier ordre,

— elle préserve la descendance et la résiduation,

— elle préserve I'éventuelle orthogonalité des systémes, et

— elle préserve le partage.

Ainsi au terme de cette partie nous obtiendrons un lien fort entre le partage
pleinement paresseux dans un CRS faible arbitraire et une certaine réduction
partagée dans un systéme du premier ordre associé, de telle maniére que nous
pourrons conclure dans la partie suivante a 'optimalité de la pleine paresse
grace a la seule preuve (bien plus simple) de 'optimalité de la réduction partagée
dudit systéme du premier ordre.

Le chapitre 8 introduit la technique utilisée dans le cas du A-calcul, d’ou elle
tire son origine. La correspondance entre réduction faible et récriture du premier
ordre va en effet étre obtenue par une certaine formalisation de la technique de
compilation bien connue qu’est le A-lifting [Joh85]. Comme a la section 7.3.3 pour
lopération de compression, la transformation sera formalisée « a petits pas » :
non comme une opération globale mais comme une séquence d’opérations locales,
en explicitant les étapes intermédiaires de la transformation. Ceci alourdira
le formalisme mais simplifiera le raisonnement. Au passage, ce lien permettra
aussi de compléter 'analyse du chapitre 3 en formalisant I’équivalence entre
le A-lifting pleinement paresseux [Hug82, PJ87] et les caractérisations déja
étudiées de la pleine paresse.

Le chapitre 9 généralise 'opération au cadre des CRS. Ce cadre plus riche
demande un investissement de départ supérieur au moment des définitions
de base des opérations de transformation. En revanche, les CRS sont un cadre
naturel dans lequel exprimer tout a la fois le CRS source et le systéme du premier
ordre cible, ainsi que toutes les étapes intermédiaires de la transformation, et
c’est cette version plus générale qui en définitive sera aussi la plus simple et la
plus concise.
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Lanalyse de la causalité dans le A-calcul menée au chapitre 5 nous a permis
de constater des différences significatives entre les comportements de la f-
réduction générale et de la B-réduction faible. Nous allons maintenant donner
une explication a ces différences constatées, en explicitant la nature « premier
ordre » de la réduction faible.

Pour ce faire, le présent chapitre donne une nouvelle présentation du A-
lifting, une transformation de programmes bien connue [Joh85, PJ87] qui permet
de passer d'un programme fonctionnel (un A-terme) a une expression applicative
(un terme du premier ordre). Cette présentation met en ceuvre a plus grande
échelle les principes illustrés a la section 7.3.3 pour ’étude de la transforma-
tion de compression d'un systéme : la transformation globale de A-lifting va
étre représentée « a petits pas » dans le cadre d'un systéme de récriture qui
permettra de raisonner sur les étapes intermédiaires de la transformation. Ainsi
nous pourrons prouver par un raisonnement de permutation locale de pas de
réductions que notre A-lifting définit une bisimulation entre le A-calcul faible et
un systéme de récriture du premier ordre orthogonal. Mieux, mais nous ne le
formaliserons qu’au chapitre 9 suivant, cette bisimulation est compatible avec le
partage pleinement paresseux (ce qui permet d’assimiler le A-lifting pleinement
paresseux a la notion unifiée de pleine paresse formalisée au chapitre 3), ainsi
qu’avec les notions de descendance, de résiduation, et de nécessité.

La section 8.1 rappelle les principes du A-lifting et du A-lifting pleinement
paresseux tels qu’ils peuvent étre trouvés dans la littérature, puis la section 8.2
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en présente notre formalisation « a petits pas » dans un cadre de récriture et
la section 8.3 établit la bisimilarité entre le A-calcul faible et le systéme du
premier ordre orthogonal qui est la cible de la transformation de A-lifting (nous
obtiendrons donc une nouvelle preuve de la correction de cette transformation).
Le role de la réduction faible dans cet assemblage est discuté a la section 8.4. La
section 8.5 considére enfin une version étiquetée du A-lifting qui définit un SLS.

8.1 Extractions

Lidée directrice du A-lifting est, a partir d’'un programme fonctionnel d’ordre
supérieur, de remplacer les fonctions par des objets plus simples appelés super-
combinateurs. Conjointement a ce processus, des mécanismes d’évaluation sont
ajoutés pour que les supercombinateurs se comportent de la méme facon que les
fonctions qu’ils remplacent.

Exemple 8.1.
Considérons ce code qui, dans un style a la ML, applique une fonction anonyme
a un argument :

‘ (fun x -> x + 2) 1

Le A-lifting remplace la fonction anonyme par un supercombinateur $F, ce qui
donne le code transformé

| $F 1
et génere l'équation
‘ $F x = x + 2

Ainsi le code transformé peut s’évaluer en 3.

Une des caractéristiques d'un supercombinateur est qu’il représente un
programme clos. Cela signifie que le code correspondant peut étre compilé une
fois pour toutes, et séparément du reste du programme. Cet aspect clos n’est pas
naturel avec les fonctions d’ordre supérieur, qui peuvent contenir des éléments
libres. La transformation en supercombinateur d’une telle fonction requiert ainsi
I'extraction de ses éléments libres. En quelque sorte, toute fonction doit étre
explicitement associée a I’ensemble des parameétres extérieurs auxquels elle fait
référence.

Exemple 8.2.
Considérons ce nouveau code, ou cette fois la fonction appliquée contient une
variable libre y :

‘ (fun x -=> x + (y x y)) 1

Le supercombinateur destiné a remplacer la fonction doit cette fois prendre la
variable y en paramétre. Nous obtenons le code
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‘ $G y 1
ou le supercombinateur $G est défini par I'équation
| Gy x=x+(y*xy

Ainsi, quelle que soit la valeur y associée a y le code transformé peut s’évaluer en
1+ y2.

Il y a ensuite une certaine latitude dans I'interprétation de ce point. Les
« éléments libres » peuvent en effet étre simplement les variables libres de la
fonction, ainsi qu’il est fait dans le A-lifting le plus traditionnel [Joh85, PJ87].
Mais ils peuvent plus généralement étre n'importe quelle expression libre de la
fonction. Le A-lifting pleinement paresseux [Hug82, PJ87] en particulier extrait
d’une fonction ses expressions libres maximales.

Exemple 8.3.
Considérons encore le code :

‘ (fun x -> x + (y *x y)) 1

Lexpressiony * 7y estindépendante de la variable x de la fonction, et est donc une
expression libre, qui peut étre intégralement extraite comme un seul paramétre.
Nous obtenons cette fois un code transformé

\ $H (y x y) 1
et la définition d’un supercombinateur
‘ $Hzx=x+z

dont la premiére variable est supposée recevoir l'expression libre qui a été extraite
et la deuxiéeme Pargument d’origine de la fonction représentée.

Nous utiliserons dans ce chapitre cette discipline de A-lifting pleinement
paresseux, qui s’articule avec le reste des discussions d'une maniére particulie-
rement agréable. Dans cette présentation du A-lifting, qui est celle utilisée par
Peyton-Jones [PJ87], les supercombinateurs sont des constantes qui s’appliquent
de maniére curryfiée a une série de termes jouant deux réles : les premiers termes
sont les parameétres libres extraits de la fonction (a 'exemple 8.3, variable z
pour parametre libre y * y), et les deuxiémes sont les arguments de la fonction
tels qu’indiqués par le code originel (a I'exemple 8.3, variable d’origine 1 pour
argument d’origine 1).

Pour rester plus proches de la structure du terme d’origine, nous allons
marquer la différence entre ces deux sortes d’arguments/parametres. Dans la
suite un supercombinateur sera un symbole dont I’arité correspond au nombre
de parametres extraits du corps de la fonction associée. Ainsi les parameétres
extraits apparaitront comme les fils du supercombinateur dans le terme obtenu,
tandis que les arguments indiqués par le code originel conserveront leur place a
part, associée a une application (voir exemple 8.4).
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Avec cette nouvelle maniere de présenter le A-lifting, le code produit par la
transformation d’'un programme prend la forme d’'un terme sur une signature
mixte formée d'une part des constructions de base comme I'application et d’autre
part de 'ensemble des supercombinateurs utilisés. Les équations de définition
des supercombinateurs prennent alors la forme de regles de récriture du premier
ordre, ainsi que cela apparait dans une transformation proposée par Dal Lago et
Martini [LMO9b].

Exemple 8.4.
Le code

‘ (fun x -=> x + (y x y)) 1

peut donc étre transformé en un terme
@(h(y*y), 1)

ot le supercombinateur est représenté par un symbole h d’arité 1 associé a la
régle de récriture
@h2),X) - X+ Z

8.2 Lambda-lifting

Appliquer la transformation classique de A-lifting a un programme donné ne
nécessite qu'un nombre fini de supercombinateurs, c’est-a-dire un par expression
fonctionnelle dans le programme, qui sont créés a la volée. Dans ce chapitre
cependant nous allons regarder la traduction de tout le A-calcul et pas seulement
d’un unique terme. Pour cela nous aurons besoin d’'une infinité de symboles et
d’une fonction fixant la correspondance entre les symboles de supercombinateurs
et les fragments de termes associés.

Convention 8.5. Fixons pour tout n € N un ensemble dénombrable &, de sym-
boles d’arité n, et définissons &F =U,, F,. Les supercombinateurs seront repré-
sentés par les symboles de l'ensemble . Plus précisément, un symbole de F,
représentera un supercombinateur dont n éléments libres ont été extraits.

Nous introduirons bientdét une fonction d’expansion qui matérialisera cette
représentation en associant a chaque symbole d’arité n un contexte d’arité n sur
une signature bien choisie.

Rappelons également que nous allons donner une formalisation « a petits
pas » du A-lifting. Plus précisément, chaque pas de A-lifting correspondra a la
transformation d’une fonction. Ceci nous demande de pouvoir décrire toutes les
étapes intermédiaires de la transformation. Nous nous plagons donc dans ce
chapitre dans une syntaxe mixte regroupant les constructions habituelles du
A-calcul avec ces nouveaux symboles de supercombinateurs.
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Définition 8.6 (Syntaxe étendue du A-calcul). Les A-termes étendus sont défi-
nis par la syntaxe étendue suivante :

t = x|Ax.t|tt] f(t1,...,t0) f d’arité n

Les notions de contextes, positions, variables libres, et substitutions des sec-
tions 0.3 et 0.5 sont directement étendues a cette syntaxe.

Comme nous considérons ici le A-lifting pleinement paresseux, qui extrait
des fonctions leurs expressions libres maximales avant de les convertir en super-
combinateurs, les fragments de termes correspondant aux supercombinateurs
sont les squelettes qui peuvent étre construits sur la syntaxe étendue.

Définition 8.7 (Squelettes). La définition inductive des 0-squelettes est étendue
par un cas hérité des CRS. Rappelons que le nombre d’occurrences du trou O
définit arité d’un squelette.

! = o Ontvt) =9
Sinon :
n? = « x€b
Axt)? = Ax. (@)
(trta)? = (@10 «ta)?

Uf(t1,.. tn))? Ftn?, ..., €t 09

Notons {{\)) 'ensemble des squelettes de toutes les A-abstractions sur la syntaxe
étendue.
UAY = Axie™ | xe X, t un A-terme étendu}

Définition 8.8 (Lambda-expanseur). Un A-expanseur est une fonction bijective
v . F — (M) qui préserve Uarité. Pour tous f,g € & nous disons que g contient
f et nous notons g o f quand f apparait dans lexpansion y(g) de g. Le A-
expanseur v est bien fondé quand il n’existe pas de suite infinie décroissante

fi>fe>...

Notons que cette notion d’expanseur n’a rien de commun avec l’expansion
d’un systéme de récriture vue a la section 7.2.

Exemple 8.9.
Considérons trois symboles f, g et h d’arité 2. Soit une fonction v : F — {(A\))
telle que

w(f)
w(g)

Nous avons en particulier f > g et g © h et rien ne s'oppose a ce que Y soit un
A-expanseur bien fondé. Si en revanche nous ajoutons la définition

Ax.0g(d,x)
Ay.h(y,0)O

wh) = Az.0f(z,0)

alors nous obtenons de plus h > [ et nous pouvons former une chaine infinie
décroissante f > g>h> f>.... Alors y n’est pas bien fondé.
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Convention 8.10. Fixons pour tout ce chapitre un A-expanseur bien fondé .
Remarquons au passage qu’une telle bijection entre & et {(\)) existe car pour tout
entier n ensemble des contextes & n trous sur la syntaxe étendue est dénombrable.

Etant donné un A-terme étendu ¢ qui contient des symboles de Z, le A-
expanseur bien fondé ¥ décrit une structure qui est implicite dans ¢, car cachée
dans les symboles de . Pour rendre partiellement visible cette structure nous
définissons les positions étendues d’'un A-terme étendu ¢, qui regroupent les
positions usuelles de ¢ et les positions « internes » des symboles de .

Définition 8.11 (Positions étendues). L'ensemble des positions étendues par
Y d’un A-terme étendu &, ou y-positions de t, noté pos,,(t), est défini par :

pos,(x) = fe}
posw(lx.t) = {ejul -posw(t)
posw(tltg) = {elu l-posw(tl)u2 -posw(tg)
posy (f(t1,....,tn)) = {edu(0-pos, (Y(fNU(U;i-pos,(t;)) feF

Observons que cet ensemble est fini car v est bien fondé (convention 8.10).

Nous pouvons remarquer dans cette définition que le nombre d’occurrences
du chiffre 0 dans une position étendue correspond au nombre de fois ou des
symboles de & doivent étre expansés pour révéler cette position. Ceci est visible
également dans I'exemple 8.12 suivant.

Exemple 8.12.
Considérons le A-terme étendu

t = f(z129,23)
ainsi que les expansions suivantes ou f et g sont d’arité 2 :

w(f) Ax.O0g(0,x)
w(g) = Ay.yOoOo

Le schéma suivant montre a la fois t et les expansions des symboles f et g, qui
sont attachées aux occurrences de ces symboles.

I A
e * @
21 22 f/\g\____}//_ _____ ;Lly
X
N
N

L'ensemble des positions de t est pos(t) = {¢,1,11,12,2}. Lensemble des positions
étendues de t est

pos, () = {e1,11,12,2,0,01,012,0122,0120,01201,012011,0120111}
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ot la table suivante donne une correspondance entre certaines positions étendues
et des symboles de t, de w(f) ou de y(g) :

€ f
0 Ax
012 g
0120 Ay

Définition 8.13 (Lambda-lifting). Soit Ax.t une A-abstraction étendue. Notons
t =slt1,...,tal avec s = (N (en rappelant qu'un squelette est un contexte). Nous
avons alors le schéma de A-lifting :

Axslt,..tn] =i W HAXSNE,. .o, )

Un pas de A-lifting est Uapplication de ce schéma de réduction dans un contexte
arbitraire.

Remarquons que les pas de réduction de A-lifting ne sont pas soumis a la
restriction de réduction faible. Comme nous allons le voir a I'exemple 8.14 cette
restriction de réduction faible ne serait pas pertinente pour un tel mécanisme
de transformation de programmes.

En utilisant ce schéma de A-lifting, nous pouvons étudier la transformation
décrite par Peyton-Jones [PJ87], qui impose comme restriction de « toujours
transformer une A-abstraction la plus profonde ». C’est-a-dire ici de n’appliquer
la regle qu’a des A-abstractions qui ne contiennent pas parmi leurs sous-termes
d’autres A-abstractions.

Exemple 8.14.
Considérons le A-terme Ax.z122(Ay.yz3x)

qui présente deux A-abstractions. La plus profonde est la A-asbtraction 1y.yzsx,
dont le squelette est Ay.yOO. En notant g = w1 (Ay.yO0) nous pouvons appliquer
le schéma de A-lifting et obtenir le A-terme étendu

Ax.z1228(23,%)

qui est une A-abstraction de squelette Ax.0g(0,x). Notons f =y~ 1(Ax.Og(0, x)).
Nous pouvons effectuer un pas de A-lifting supplémentaire et aboutir au A-terme
étendu

f(z122,23)
En tracant en gras le squelette de la A-abstraction & laquelle s’applique chaque
pas de A-lifting nous pouvons représenter graphiquement la précédente séquence

par:
A 0y TN
o — AN T e 8
N, N SNAR e
z1 2z | Z1 2223 X
7N

e -
y 23
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Par cette stratégie de transformation donnant la priorité aux A-abstractions
les plus profondes nous pouvons mener au bout le A-lifting de tout A-terme en
n’appliquant chaque étape de transformation qu’a des A-abstractions qui ne
contiennent pas d’autres A-abstractions. Cependant certaines descriptions du
A-lifting ne font aucune mention de cette restriction [AF97, Ses97] et semblent
utiliser le schéma de réduction général. Remarquons qu’en I'état actuel de notre
définition du A-lifting, ne pas suivre la stratégie de Peyton-Jones détruit la
confluence de la transformation.

Exemple 8.15.
Considérons le A-terme de l'exemple 8.14 :

Ax.z129(Ay.yz3x)

Le squelette de sa A-abstraction racine est Ax.0(1y.yOx). Notons h = w1 (Ax.0(1y.yOx)),
nous pouvons appliquer le schéma de réduction du A-lifting et obtenir le terme
étendu

h(z122,23)

qui est une forme normale pour les pas de A-lifting différente de f(z1z2,23).
Graphiquement :

0% N
N T e A8
/@\ Ay Z1 22
z1 22 |
N
e -
y Z3

Ce phénomeéne vient du fait que la « forme normale » h(z129,23) représente
en fait une transformation incomplete. Le symbole A est en effet associé a
un squelette Ax.00(1y.yOx) qui contient encore une A-asbtraction interne. Ce
caractere incomplet n’apparait ici qu’au niveau méta avec le 1-expanseur .

ATaide de constructions let...in. .. nous pourrions proposer encore une
présentation alternative du A-lifting, dans laquelle le contenu des supercombi-
nateurs ne serait pas caché, et leur transformation apparaitrait alors naturelle.
L'exemple 8.16 illustre ce que pourrait étre une telle présentation avec les
transformations des exemples 8.14 et 8.15.

Exemple 8.16.
Dans cette présentation informelle, chaque supercombinateur est nommé par
une construction let...in. .. qui permet de rendre son « contenu » apparent.
La séquence de réduction de l'exemple 8.14 peut étre exprimée par :
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Ax.(2122)(Ay.yz3%)

let xg = Awiway.ywiws
in  Ax.(2122)(xg23%)

|

let Xg = Awiwgy.ywiws
in let xf = Awswax.wz(xgwqx)
in xf(2122)23

Nous pouvons également représenter le pas de réduction de Uexemple 8.15, suivi
d’un pas de transformation « a Uintérieur » de h.

Ax.(z122)(Ay.yz3%)

let xp = Awswax.wsz(Aly.yw4x)
in xp(z129)z3

|

let xp, = Awswax.wsz ( let xg = Awiwzy.ywiws)
in  xgw4x )
in  xp(2122)23

Le résultat obtenu au terme de cette séquence est équivalent, a réorganisation
des constructions let...in. .. prés, au résultat obtenu au terme de la séquence
précédente.

Dans un souci de généralité, nous allons donc élargir la définition des pas de
A-lifting de maniere a inclure les transformations qui opérent au niveau méta.
Ainsi nous couvrirons les approches plus générales et obtiendrons un systéme
de récriture convergent pour représenter la transformation.

Définition 8.17 (Méta-A-lifting). Les pas de méta-A-lifting sont définis par les
conditions suivantes :

Réification. Si ¢ =s[t1,...,t,] avec s = (WY, alors

vt S v Axs) (i, tn)

Contexte. Sit ilﬂ t' et c est un contexte étendu unaire dont le trou a la position
q, alors
qp
cltl —p  clt]

Méta. Si t = slty,...,t,] avec s = (N et Ax.s[ty,...,t,] L&lﬁ Ax.8'[t1,...,t,],
alors o
Y Ax SN, ntn)  —2in W AR ), )

.- 1-
Notons que dans la condition Ax.sl[t1,...,1,] —p>lﬁ Ax.8'[t1,...,t,] du cas
Méta, les t; pourraient étre remplacés par n’importe quelle expression libre
dans s.
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Exemple 8.18.
Considérons le A-terme des exemples 8.14 et 8.15 :

Ax.z122(Ay.yz3%x)
Rappelons les notations :
g = v lQy.ydD
f = v lAx.Og@,x))
h = y lAx.0OAy.yOx))

Les lignes pointillées désignent ci-dessous le squelette de la A-abstraction Ly, et
les lignes grasses (pleines ou pointillées) désignent le squelette de la A-abstraction
Ax. Avec une étape de méta-A-lifting nous pouvons maintenant joindre les deux
séquences de réduction des exemples 8.14 et 8.15 :

/1Ix /llx
Y .
2{ >2 : Reéif. 2{ }2 23/ \x
'—@\
o
y 23 € | Réif
elRéif
N 012 N

@ Z3 — @ Z3
z{ ;2 Méta z{ ;2

Il sera intéressant pour la suite, 8 commencer par le lemme 8.25 de conver-
gence qui assurera que les régles de méta-A-lifting définissent bien une fonction,
de remarquer que ce méta-A-lifting peut également étre vu a travers deux
schémas de réduction réciproques, qui permettent de « faire » et de « défaire »
une opération de A-lifting pour ramener une réduction Méta a une réification
normale.

Définition 8.19 (Contraction/Expansion). La contraction et 'expansion sont
deux schémas de réduction définis par :

(Contraction) Axt —¢ W Ax.s)E1,...,tn) t=slt1,...,tn], s = (H™
(Expansion) f@1,..t0) —e w(t1,...,tn] Vi.t; libre dans w(f)t1,...,t,]

Remarque 8.20. Pour tous deux A-termes étendus t et u, nous avons t —. u si
et seulement si u — t.

Remarque 8.21. Par la condition sur l'expansion, si nous considérons que y(f)
est un terme syntaxique dont nous ne pouvons renommer les variables, alors
certaines occurrences de symboles de supercombinateurs ne peuvent pas étre
expansées. Une parade évidente a cela consiste a autoriser le renommage des
variables de y(f) de sorte que la condition soit remplie.
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11 est également possible de marginaliser ce probléme sans utiliser de re-
nommage : toute occurrence de symbole de supercombinateur introduite par une
contraction est sous une forme qui autorise son expansion, et ce caractére est
stable a la fois par contraction et par B-réduction faible, cette derniére ne requé-
rant pas de renommage de variables si le A-terme initial est bien choisi. Ainsi, si
nous ne considérons que des A-termes étendus qui sont obtenus par des séquences
de B-réduction faible, contraction, et expansion & partir de A-termes « purs » dont
les variables sont toutes différentes, alors l'expansion est toujours possible.

Quoi qu’il en soit, la forme réelle de cette forme totalement expansée n’impor-
tera pas dans la suite.

Tout pas de méta-A-lifting peut étre décomposé en une séquence d’expansions

et de contractions selon le principe suivant (formalisé par le lemme 8.24) :

— Un pas de réification est directement une contraction.

— Un pas méta est un pas de méta-A-lifting précédé d'un pas d’expansion
et suivi d'un pas de contraction, ces deux derniers étant « inverses » I'un
de Pautre (ils ne sont pas rigoureusement inverses puisque la contraction
s’applique apres modification du terme, mais les deux agissent a la méme
position).

Exemple 8.22.
Considérons le pas de réduction méta de 'exemple 8.18 :

h(z129,23) —in  f(2122,23)

Nous pouvons le décomposer en la séquence d’expansions et de contractions
suivante :

h(z129,23)
—e Ax.z122(1y.yz3%) avec w(h) = Ax.O0y.yOx)
—c Ax.z1298(23,%) avec w‘l(ﬂty.ny) =g
—. f(z129,23) avec w‘l(ﬂtx.Dg(D,x)) =f

Convention 8.23. Pour toute notion de réduction — et tout entier k =0, nous
notons t —* t' s’il existe une séquence de réduction o comportant k pas et ayant t
pour source et t' pour cible. Remarquons que k =0 correspond & t =t

Lemme 8.24 (Décomposition du méta-A-lifting). Soient deux A-termes étendus
t et t' tels que t = t'. Alors il existe un entier k =0 et un A-terme étendu u tels
que :

k _k+1 t,

t _’e u c

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur la longueur de la séquence for-
mant la position étendue p du pas de réduction ¢ ﬂ»lﬂ .
— Cas tilﬂ t'. Alors la réduction est par le cas Réification et t —. t', ce qui
valide la conclusion avec & = 0.
— Cast Lp—»;,q t' avec i = 1. Alors la réduction est par le cas Contexte et la
conclusion est immédiate par application de I'hypothése de récurrence.
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0- . ,
— Cas t —qut t'. Alors la réduction est par le cas Méta et nous avons

plus précisément t = ¢ 1(Ax.s)(¢1,...,tn) O;pqﬂ v Ax.s')t1,... t,) = ¥,
avec la décomposition s = (s[t1,...,t, 10" et le pas de méta-A-lifting
Ax.slt1,...,tn] £’lft Ax.s'[t1,...,t,]. En particulier, pour tout i 'expres-
sion t; est libre dans Ax.s[¢q,...,t,], donec ¢ —, Ax.slt1,...,t,]. De plus
s' = (s'[t1,...,t, 0™, donc Ax.s'[¢1,...,t,]1 — t'. Enfin, par hypotheése de
récurrence il existe k£ = 0 tel que Ax.s[¢1,...,¢,] —>’e"'—>}§+1 Ax.8'[t1,...,tn], et
nous pouvons conclure par composition de ces trois séquences de réduc-
tion. O

La relation entre la contraction — . et 'expansion —, est également visible

sur une inversion de leurs propriétés.

— Un radical de contraction ne peut jamais étre créé par un pas de contrac-
tion, et tous les radicaux de contraction qu'un terme pourra connaitre sont
donc visibles des l'origine. En revanche des radicaux peuvent étre détruits,
ce qui est en particulier la cause de la non-confluence de la contraction
seule (vue aux exemples 8.14 et 8.15).

— En prenant le point de vue de I'expansion nous inversons création et
destruction. En particulier aucun radical d’expansion ne peut jamais étre
détruit par un pas d’expansion, mais en revanche des radicaux peuvent
étre créés.

Enfin, nous pouvons montrer que le méta-A-lifting en tant que systéme de

récriture a des propriétés fortes, et qu’il définit bien une transformation globale
non-ambigué.

Lemme 8.25 (Convergence). La relation de méta-A-lifting a la propriété du
diamant et est fortement normalisante.

Démonstration. Considérons deux pas de méta-A-lifting t ﬂ»;ﬂ ti1ett ﬂ»;ﬁ to
différents ayant pour source un méme A-terme étendu ¢. La cléture en diamant
de ce diagramme est obtenue en raisonnant par cas sur les positions étendues
piretpsa:

— Si p; et po sont disjointes, alors les deux pas n’ont aucune interférence et

D2 / P1 I

nous avons t1 —p t' et to —yp t'.
— Si p1 < pg et pg est une position étendue du squelette contracté par ¢ &qﬁ
t1, alors notons pg = p1-1-p;. Nous avons d’'une part ¢ ﬁlﬂ to ﬂ»lﬁ '
p1-01-py

et d’autre part ¢ ﬂ»;ﬁ to Ift t', ou le dernier pas de méta-A-lifting
utilise une fois de plus la condition Méta que ¢ ﬁ»zﬂ to.
— Si p1 < pg et pg n’est pas une position étendue du squelette Ax.s contracté
par ¢t ﬂqﬁ‘ t1, alors notons p2 = p1- ps- py ot s|p, = 0. Alors nous avons
P1°D;
t1 l’lﬂ t' et tg ﬂlﬁ t.

Prouvons maintenant la terminaison. Soit §,(.) une mesure sur les A-termes
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étendus dénotant le nombre de radicaux — ;. Formellement :

1x) = 0

$L200 = 0
§2Ax.t) = 1+8§(2)
$a(t1te) = §a(t1)+8a(t2)

SA(f(t1,...,t0)) §a(s)+2Z;8a(¢8;) w(f)=Ax.s

Le point crucial de cette définition est 'omission dans le dernier cas de la
A-abstraction qui se trouve a la racine de w(f).

Sit—.t alors §,(t') = §,(t)—1, et si t —, ¢’ alors §,(¢') = §,(¢) + 1. Par
décomposition de — 5 sur —. et —, selon le lemme 8.24 nous déduisons donc
que si t —p t' alors §,(¢') = §4(¢) — 1. En particulier la mesure décroit strictement
et la relation de réduction —;; est fortement normalisante. O

Avec ce résultat de convergence de la relation de réduction de méta-A-lifting
nous obtenons une fonction totale des A-termes dans les termes du premier ordre
sur la signature &. Cette fonction totale représente la transformation globale
de A-lifting pleinement paresseux telle que décrite dans la littérature [Hug82,
PJ87].

Nous pouvons également constater que, similairement au méta-A-lifting
mais contrairement a la contraction, ’expansion prise seule forme un systéeme
convergent (lemme 8.26). Par cela nous pouvons aussi définir pour tout A-terme
étendu une forme totalement expansée (définition 8.27) qui sera utile a la défini-
tion d’'un étiquetage a la section 8.5.

Lemme 8.26 (Convergence). La relation —. a la propriété du diamant et est
fortement normalisante.

Démonstration. La propriété du diamant est immédiate car deux pas d’expan-
sion ne peuvent interférer d’aucune manieére : chacun est attaché a un unique
symbole et le remplace par un contexte clos, sans effacer ni dupliquer d’autres
positions que la sienne.

Prouvons maintenant la terminaison, en introduisant une mesure §7(.) sur
les A-termes étendus majorant le nombre de radicaux d’expansion. Cette mesure
compte le nombre de positions étendues dénotant un symbole de supercombina-
teur. Formellement :

§sx) = 0
@ = 0
§r(Ax.t) = §7(1)
§p(t1te) = §p(t1)+8§7(t2)

§¢(f(t1,...,20))

1+§,((fN+Z;§7(:)

Remarquons que cette mesure est bien définie car ¥ est bien fondé par conven-
tion 8.10. De plus, pour tous deux A-termes étendus ¢ et u, si t —, u alors
§¢(u) = §¢(t) - 1. Donc la mesure décroit strictement et —, est bien fortement
normalisante. 0
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Définition 8.27. La forme totalement expansée d’'un A-terme étendu t est
lunique forme normale de t pour 'expansion.

Jusqu’ici nous n’avons vu que les aspects statiques du A-lifting et des sys-
témes associés : le passage d'un terme a un autre terme. Nous allons voir dans
la section suivante la partie dynamique de cette transformation, qui établit une
bisimulation entre la réduction faible du A-calcul et la réduction d’un systéeme
de récriture du premier ordre orthogonal défini sur la signature %.

8.3 Bisimulation

Cette section définit les régles d’évaluation des supercombinateurs en termes
de regles de récriture du premier ordre, et montre que le systeme du premier
ordre orthogonal obtenu est bisimilaire au A-calcul faible.

La relation de bisimulation témoignant de ce fait est la fonction globale
de A-lifting. Cependant, pour maintenir une preuve aussi simple que possible
nous allons nous servir du fait que cette fonction globale est donnée par la
relation de réduction d'un systéme de récriture : le méta-A-lifting. Et de 1a méme
manieére que le méta-A-lifting décrit une transformation progressive, « a petits
pas », des termes, nous allons observer sous son action une transformation
progressive, « a petits pas », des séquences de réduction. Ainsi pour obtenir la
bisimulation il suffira de prouver que tout pas de méta-A-lifting commute d’'une
certaine maniére avec la f-réduction et les regles de notre systéme du premier
ordre (lemme 8.32). Nous exprimerons ceci a I’aide d’'une notion de réduction
intermédiaire représentant a la fois la B-réduction faible source et la réduction
du premier ordre cible sur les termes intermédiaires de la transformation.

Syntaxe étendue

A-calcul Premier

faible

Méta-A-lifting

La réduction cible a pour objectif de donner aux symboles de supercombi-
nateurs le méme comportement que les programmes qu’ils représentent. Elle
consiste donc en un sens a récupérer et exécuter le code du sous-programme
désigné par le symbole.
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Définition 8.28 (Réductions source, cible, et intermédiaire). Le schéma de
réduction source est donné par la B-réduction usuelle appliquée aux A-termes
étendus :

Ax.hu  —p ple=ul
Le schéma de réduction cible est :
@(f(t1,..,tn)u) —f sETU[,. 1] w(f) = Ax.s

Vi.t; libre dans Ax.slt1,...,t,]

Un pas de réduction source (resp. cible) est l'application du schéma de réduction
source (resp. cible) a une position non gelée d’'un A-terme étendu. Nous appellerons
réduction intermédiaire l'union —; = —p U — des réductions source et cible.

Remarquons que les réductions source, intermédiaire, et cible sont soumises
a la restriction de réduction faible, contrairement au méta-A-lifting.

La métaphore décrivant la réduction cible comme un appel a un sous-
programme distant se traduit directement en la décomposition de la réduction
cible en un pas d’expansion (« récupérer le code ») suivi d'un pas de f-réduction
faible (« exécuter ce code »).

Lemme 8.29 (Décomposition de la réduction cible). Soient deux A-termes étendus
t et t' tels que t —¢ t'. Alors il existe un A-terme étendu v tel que :

t —e v —p t

Démonstration. Notons ¢ = c[@(f(¢1,...,t,),w)] —f c[s™=[¢tq,...,¢,11=¢. Par
définition y(f) = Ax.s, et pour tout i I'expression ¢; est libre dans Ax.s[¢1,...,t,].
En particulier I’expansion de f est définie et nous avons

t = C[@(f(tla---:tn)y w)l e c[@(/lx.s[tl,...,tn],u)]

Notons v = c[@(Ax.s[¢1,...,t,],u)]. La position de application n’étant pas gelée
nous avons

v = cl@Ax.slty,...,thl,w)] —p cl(slty, ..., ta )" =]

Or pour tout i 'expression ¢; est libre dans Ax.s[t1,...,¢,], dou en particulier
x ¢ fv(t;). Ainsi

cl(sltr,....toDE=HY = [s¥=¥ gy, 1 =
O

Remarque 8.30. La réduction cible peut étre mise sous la forme d’un systeme de
récriture orthogonal, avec un ensemble de régles dont tous les membres gauches
ont la forme @(f(Z1,...,Z,),Zy) avec un symbole f € & différent pour chaque
regle. Ceci sera formellement le cas au chapitre 9 suivant sur le lifting généralisé
aux CRS faibles.
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Lemme 8.31 (Commutation avec la substitution).
- Sit—p t', alors le=ud —Ift ¢le=ul
— Siu—p v, alors t5=W sy ¢le=ul,
Démonstration.
— Par induction sur la définition de ¢ — 5 ', avec I'équivalent sur la syntaxe
étendue du lemme 2.7 de stabilité des squelettes par substitution.
— Par induction sur la définition de ¢**=%, O

Lemme 8.32 (Commutation).

Ift
t—u u
- Si il alors il existe u' tel que li .
/ /_)_) !/
t t i u
Ift

t—u t

- Si li alors il existe t' tel que il
u' t'—>u’

Ift

Démonstration. Supposons t'; —t — 5 u, et raisonnons par cas sur les positions
relatives des deux radicaux.

I) Réductions a des positions disjointes. Ce cas est immédiat.

II) Réduction — 4 dans la fonction du radical —;. Raisonnons par cas sur — .

— Réification ¢ = c[(Ax.slt1,...,t,Dal = clyY(Ax.s)(t1,...,t,)] = u. Alors
u=cly 1 Ax.8)t1,...,t0)] —f c[s® =2y, t,11 =1

— Méta t = cl@(f(t1,...,tn),a)] —ip cl@(g(ty,...,tn),a)] = u avec le pas
w(Olt1,...,tnl =1 w(@lt1,...,t,]. Notons y(f) = Ax.sr et w(g) = Ax.sg.
Nous avons d'une part ¢ = c[@(f (¢1,...,£5),)] =5 els¥ = Vt1,..., £, 11 =7
et d’autre part ¢ = c[@(g(t1,...,t,),a)] —¢ c[sg::a}[tl,...,tn]]. Notons
u' = cls¥=t1,...,t,11. De plus par définition sf[t1,...,tn] —ip Sglt1,..., tal.
Alors s?::“}[tl,...,tn] —ifs sg::a}[tl,...,tn] par lemme 8.31, et ¢’ — 5 u'.

— Contexte. Il y a trois cas a considérer.

i) Réduction —;; dans le squelette de la fonction d’'un radical —g.
Alors t = c[(Ax.s[t1,...,tnDal = cl(Ax.s'[t1,...,t,Dal = u avec le
pas s[t1,...,tn] =i s'[E1,... tn), et ' = c[s¥*=4[tq,...,£,1]. Notons
u' = cl[s"*=4[ty,...,t,1], nous avons de plus u —pu'. Par lemme 8.31
enfin s¥=9[¢1,...,¢,] —ift s'®=al[gy . ¢,], done ¢/ —ipu.

ii) Réduction —;; dans une expression libre de la fonction d'un radical
—p. Sans perte de généralité nous pouvons supposer étre dans le
cas t = c[(Ax.slt1,...,taDal =i cl(Ax.slt), to,. .., tnDal = u, avec ¢’ =
c[s®=9[¢4,...,¢,1]. Alors notons u' = c[s{x::“}[t’l,tz,...,tn]]. Nous
avons bien u — g u'. De plus (s[¢] oyt IV = (Sl ..t Y =
sdonct —jpu'.

iii) Réduction —;; dans un paramétre du supercombinateur d'un radi-
cal —¢. Sans perte de généralité supposons ¢ = c[@(f(t1,...,tn),a)]l =i
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cl@(f(¢),ta,...,tn),@)] = u, avec y(f) = Ax.set t' = c[s®=Dtq,..., 4,11
Alors notons u' = ¢[s®=9[¢",tq,...,¢,]1]. Nous avons bien ¢’ —ift
u'r—u.
ITI) Réduction — ;4 dans I'argument du radical —;.
— Cas d’'unradical —p. Alors t = c[(Ax.s[t1,...,t,)al = cl(Ax.sltq,...,tnDa'l=
u et ¢ = c[s*=ty,...,t,]]. Notons u' = t' = c[s*=%[t1,...,t,]1]. Nous
avons bien u —¢ u'. De plus t' -5 u'.
— Cas d’unradical —¢. Alors t = c[@(f(¢1,...,t5),a)] = c[@(f (¢1,...,tn),a")] =
u avec y(f) = Ax.s et t' = c[s"=9[¢1,...,t,]]. Notons v’ = cls®=a ¢y, ... tn].
Nous avons bien u — ¢ u'. De plus t' —4 u’ par lemme 8.31.

IV) Réduction —; dans un parametre du radical — 4.

— Réification. Alors t = c[Ax.sltq,...,¢t,1] =i c[l//_l(/lx.s)(tl,...,tn)] =u
et sans perte de généralité nous pouvons supposer t; —; if'1 et t' =
clAx.s[t),ta,...,t,]l. Notons u' = c[y~(Ax.s)(t", to,...,tn)]. Nous avons
u —; u'. De plus (slt1,...,t, I = (s[t),ta,...,t,]0" = s, donc ¢/ —i
u'.

— Méta. Alors ¢ = c[f(¢1,...,t5)] =y clg(ty,...,tn)] = u avec Y(f) = Ax.sy,
w(g) = Ax.sg, sylt1,...,tn]l =i sglt1,...,t,]. Sans perte de généralité
supposons t1 —; t} et t' = c[f(¢},tz,...,t,)]. Notons u' = c[g(t, ta,...,t,)].
Nous avons u —; u’. De plus ((s,v[tl,...,tn])){x} = ((Sf[t’l,tg,...,tn]»{x} =s,
alors sy[t),ta,...,th] =i sglt), ta,... tal, et t' —jp u'.

V) Réduction —; dans le squelette du radical — ;. Ce cas est interdit par la
réduction faible, les positions d'un squelette étant gelées.

Le deuxiéme point (simulation arriere) est similaire. O

En composant les diagrammes de bisimulation locale donnés par le lemme 8.32
de commutation de la réduction intermédiaire avec le méta- A-lifting nous obte-
nons des diagrammes de bisimulation sur les séquences de méta-A-lifting :

Ift
t—u u
- Si il alors il existe u' tel que li .
!/ /_)_) !/
t t 7 u
Ift
t—>u t
- Si li alors il existe ¢’ tel que il
/ (N
u t T u

Autrement dit, un corollaire immédiat du lemme 8.32 est le théoréme de bisimu-
lation suivant.

Théoreme 8.33. La fonction de A-lifting est une bisimulation entre la réduction
source —p et la réduction cible — .

Ainsi, le A-calcul muni de la B-réduction faible est bisimilaire a un systeme
de récriture du premier ordre orthogonal.
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Enfin, il peut étre prouvé que cette bisimulation préserve les notions de
descendance, et donc également de résiduation et de nécessité. En outre, nous
pouvons donner du A-lifting une version étiquetée qui est un SLS et qui définit
une bisimulation entre la réduction avec partage pleinement paresseux du A-
calcul faible et une certaine réduction partagée du systéme du premier ordre
cible.

Nous ne détaillerons pas I'’ensemble de ces points pour le A-calcul, mais
le chapitre 9 suivant donnera toutes les preuves dans le cadre plus général
des CRS faibles. Nous nous contenterons a ce chapitre de montrer comment le
méta-A-lifting peut étre étiqueté de maniere a former un SLS. Ceci sera fait
a la section 8.5, aprés un commentaire sur le lien entre réduction faible et
orthogonalité.

8.4 Discussion : réduction faible et orthogonalité

Remarquons que, comme l'illustre 'exemple 8.34 suivant, le théoréme 8.33
de bisimulation est bien lié a la réduction faible et n’est plus valable en cas de
réduction non-faible !.

Exemple 8.34.
Considérons le A-terme Ax.(A1y.y)x) et deux symboles [ et g respectivement d’arité
1 et O et tels que

w(f) = Ax.Ox
w(g) = Axx
En considérant le méta-A-lifting tel que défini a la section 8.2, la réduction cible

(faible) telle que définie a la section 8.3, et la B-réduction non-faible nous obtenons
les pas de réduction suivants :

i fr
~ @ N 1ft /1| y
/1|y X y
y :
s >
1ft
Ax E— g
x

Le terme f(Ay.y) est une forme normale ot aucun pas équivalent au pas de
B-réduction non-faible Ax.(1y.y)x — Ax.x n’existe.

Sur le modele du méta-A-lifting nous pourrions imaginer une réduction
cible plus riche, qui puisse « défaire » certains pas lifting afin de révéler des
radicaux cachés par les symboles de supercombinateurs. Dans le cadre de
I'exemple 8.34 nous pourrions alors avoir un pas de réduction f(1ly.y) — g.

1. Lleffet de la restriction & la réduction faible apparait également au cas V) de la preuve du
lemme 8.32 de commutation entre réduction intermédiaire et méta-A-lifting.
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Cependant, 'exemple 8.35 suivant montre que nous y perdrions tout espoir
d’orthogonalité pour le systéme cible.

Exemple 8.35.
Dans le cadre de l'exemple 8.34, considérons A-terme étendu @(f(1y.y),a) ot a
est un symbole d’arité nulle, et observons les deux pas de réduction suivants, ot
sont soulignées les parties significatives des radicaux.

@(f(Ay.y),a) — @(g,a)
@f(Ay.y),a) — @QNy.y,a)

Il y a un recouvrement au niveau du symbole f.

Ce phénomeéne met au jour une observation qui sera développée au cha-
pitre 11 : vue a travers le filtre de la structuration des A-termes en squelettes, la
B-réduction non-faible n’apparait pas orthogonale.

Or, nous réutiliserons le systéme cible au chapitre 10, et il convient donc
de soigner sa définition. En particulier, la préservation de I'orthogonalité des
systémes qui sera établie au chapitre 9 suivant (théoréme 9.37) sera un outil
clé dans la mise en place du partage optimal. Nous ne pouvons donc pas nous
permettre la rupture qu’impliquerait une réduction cible bisimilaire a la f-
réduction non-faible.

8.5 Lambda-lifting étiqueté

Nous avons montré que le A-lifting matérialisait un lien entre la f-réduction
faible et un systéme de récriture du premier ordre orthogonal. Nous allons
maintenant voir que ce lien va au-dela de la simple réduction de termes, et
couvre également la réduction partagée. Bien slir nous utiliserons encore notre
paradigme de représentation de la réduction partagée par des termes étiquetés,
et ainsi la présente section adapte I'étiquetage du chapitre 2 a 1a syntaxe étendue
donnée par la définition 8.6 et propose des versions étiquetées de la réduction
source, de la réduction cible, et du méta-A-lifting, de sorte que 'ensemble forme
un SLS. Nous obtenons donc une notion de A-lifting applicable aux A-graphes de
Wadsworth [Wad71]. Ainsi, la réduction de graphes liée au A-lifting pleinement
paresseux [PJ87] est assimilée a la notion unifiée de pleine paresse établie au
chapitre 3.

Le point décisif de la construction de cette section est 'invariant dit des
squelettes uniformes (définition 8.44), qui une fois mis en place permettra de
se reposer sur les idées déja vues aux chapitres 2 et 4. Ce nouvel invariant a
pour objectif de rendre ’étiquetage des squelettes robuste aux expansions et aux
contractions qui peuvent les affecter.

Pour poser ce probleme, rappelons-nous un point crucial des développements
des chapitres précédents : les squelettes sont des éléments stables de la réduc-
tion faible (lemme 2.8 d’invariance des squelettes). La transposition de cette
remarque au A-calcul faible étiqueté faisait que, connaissant 1’étiquetage initial,
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nous pouvions a n’‘importe quel moment d’'une séquence de réduction recons-
truire toutes les étiquettes d'un squelette donné a partir d'une seule d’entre
elles. C’est notamment ce qui a permis, via le lemme 2.24 des squelettes arbores-
cents, de vérifier trés simplement que le A-calcul faible étiqueté du chapitre 2
définissait un SLS.

Or cette stabilité n’est plus valide dans le présent chapitre. Ou du moins, il
faut en assouplir 'énoncé pour 'adapter a notre systéme plus riche. En effet,
quand nous ajoutons au systéme des pas de méta-A-lifting qui ne sont pas
soumis a la restriction de réduction faible, les squelettes peuvent étre modifiés.
L'exemple 8.36 rappelle ceci.

Exemple 8.36.

ﬂtlx /1Ix
/@\ E— /@\
reN Ay reN AN
z1 2z | 21 2223 X
N
e -
y 23

Comme a lexemple 8.14 rappelé par ce schéma, considérons le A-terme (a gauche)
t = Ax.z1z9(ly.yz3x)
et le symbole g d’arité 2 tel que
w(g) = AyydOo
Le squelette de la A-abstraction racine du A-terme t est (en gras dans le schéma)
sy = Ax.DOAy.yOx)

De plus, nous pouvons appliquer un pas de méta-A-lifting au niveau de la A-
abstraction Ay pour obtenir le A-terme étendu (& droite dans le schéma)

u = Ax.z1z98(z3,x)

Le squelette de la A-abstraction racine du A-terme étendu u, qui descend du
squelette sy, est (en gras dans le schéma)

sy = Ax.0Og@,x) # s

Les squelettes peuvent donc étre modifiés par le méta- A-lifting, et nous ne
pourrons obtenir des preuves aussi simples qu’au chapitre 2 que si nous utili-
sons une méthode d’étiquetage qui soit compatible avec ces modifications. Nous
tirerons pour cela parti des propriétés de convergence de ’expansion : toutes
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les modifications possibles d’'un squelette donné s par contraction ou expansion
(et donc par méta-A-lifting) sont des contractions d’'une méme forme totalement
expansée (par lemme 8.26 de convergence). Nous allons donc définir un étique-
tage initial étendu (définition 8.41) faisant référence a cette forme totalement
expansée, et batir notre invariant des squelettes uniformes (définition 8.44) grace
a cette base. Rappelons d’abord la définition des étiquettes utilisées au chapitre 2
(définition 2.15).

Définition 8.37 (Etiquettes). Lensemble £ des étiquettes est défini par la gram-
maire suivante :
a == plla,al p position

et muni de lordre < généré par la condition w < [w,a] pour toutes étiquettes
a,weL.

Les A-termes étendus étiquetés sont une extension immédiate des A-termes
étiquetés du chapitre 2 (définition 2.16).

Définition 8.38 (Lambda-termes étendus étiquetés). La syntaxe des termes
étiquetés est donnée par :

t o= x| A%t | DY | fUE,. .., E,) [ d’arité n

Les notions de contextes, positions, variables libres, substitutions, et squelettes
sont encore directement adaptées. Lapplication étiquetée (tt)* pourra encore étre
notée @%(t,t), et comme & la définition 1.13 nous notons t* le terme t privé de ses
étiquettes.

Aux chapitres 2 et 5 I'étiquetage initial d'un A-terme annotait chaque A-
abstraction et chaque application par sa position dans le A-terme. Nous allons
encore ici suivre cette idée pour I'étiquetage initial des A-termes étendus, mais
en faisant référence a la position qu’aurait chaque élément dans la forme tota-
lement expansée (définition 8.27), que nous appellerons position expansée. En
quelque sorte, nous tenons compte dans I'étiquetage initial des positions qui
sont « cachées » par des symboles de supercombinateurs.

Définition 8.39 (Positions expansées). Soient ¢ un A-contexte étendu et p €
pos(c) une position de c. Lexpansion de p relativement & c est la position y.(p)
définie par :

1//c(e) = €
Yare(l-p) = 1-y.(p)
Vereo(i-p) = 1y, (p) ief{1,2}

Yy (qi) Ve, (p) i€fl,...,n}, q; position du i®™ trou de y(f)

1//f(cl,...,cn)(i 'p)

Remarquons que si la définition de ’expansion d’une position p relativement
a un A-contexte étendu c est guidée par la position p, c’est sur le A-contexte
étendu ¢ qu’a lieu I'induction, et ce n’est que parce que y est bien fondé (conven-
tion 8.10) que cette expansion est bien définie. Enfin, nous pouvons noter que
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cette définition tient compte méme des positions contenues dans les éventuels
symboles qui ne peuvent pas étre expansés (voir remarque 8.21), mais ceci n’a
pas d’impact.

Exemple 8.40.
Ainsi qu’a 'exemple 8.12, considérons le A-terme étendu

t = [fl(z122,23)
ainsi que les expansions suivantes ou [ et g sont d’arité 2 :

w(f)
w(g)

Ax.0Og(d,x)
Ay.y0O0O

Calculons lexpansion de la position 12 (celle de l'occurrence de variable zg)
relativement a t :

Vf(2122,25)(12)
= YaeDg@u)(11D) - 2,2,(2) car le premier trou du contexte Ax.0g(0,x) a pour position 11
= 1 '(//I:Ig(lj,x)(l) . '(//zlzz(z)
= 11'1//D(€)'1,Uz1zz(2)
= 11- 1//21.22(2)
= 112-y,,(e)
= 112

De méme, y(2) = 12112 (o le calcul demande cette fois « d’ouvrir » un super-
combinateur a l'intérieur d’un supercombinateur).

Avec cette notion d’expansion nous pouvons généraliser 1’étiquetage initial
du chapitre 2 (définition 2.17) aux A-termes étendus.

Définition 8.41 (Etiquetage initial étendu). Pour toute position p la fonction
ip(.) transforme un A-terme étendu en un A-terme étendu étiqueté, avec les régles
suivantes :

iplx) = «x
ip(Axt) = APx.ipa(t)
ip(tite) = (ip1(t)ipa(t2))?

ip(F(t1,.  tn))

fPlpq(t1),.. 51p.q,(En)) Vi qi=vra,..tn)

Soit t un A-terme. L'étiquetage initial de t est le A-terme étiqueté i.(t), que nous
notons encore i(t).

Remarquons que dans le cas d’'un A-terme étendu ne comportant aucune oc-
currence de symbole de supercombinateur, la définition 8.41 précédente coincide
avec la définition 2.17. Ainsi I'étiquetage initial du présent chapitre est bien une
généralisation de I’étiquetage initial du chapitre 2.
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Exemple 8.42.
Ainsi qu’aux exemples 8.12 et 8.40, considérons le le A-terme étendu t = f(z129,23)
et les expansions w(f) = Ax.0g(d,x) et w(g) = Ay.yOO des symboles f et g
d’arité 2. Alors

i) = fz129)",23)

Le réétiquetage uniforme (définition 2.18) est lui immédiatement adapté a
la syntaxe étendue.

Définition 8.43 (Réétiquetage uniforme). Pour tout A-contexte étendu étiqueté
c et toute étiquette w € £, le réétiquetage uniforme [w,c]l de c par w est défini
par les équations suivantes.

[w,00] = O
[w,x] = x
[w,A%.c] = A%y [0, c]
[0,@%c1,c2)] = @ w,c1],[w,ca])

[w,f%c1,...,en)] = 2w, cql,...,[0,cn))

Nous pouvons énoncer 'invariant sur les A-termes étendus étiquetés qui gui-
dera la définitions des réductions étiquetées et permettra une vérification aisée
des axiomes des SLS. Cet invariant des squelettes uniformes (définition 8.44 sui-
vante) demande aux étiquettes de tout squelette de correspondre a un étiquetage
initial étendu soumis a un certain nombre de réétiquetages uniformes.

Définition 8.44 (Propriété des squelettes uniformes). Un A-terme étendu éti-
queté t a la propriété des squelettes uniformes, noté U(t), si tout squelette de
t est de la forme s = [wp,,...[w1,ip(s™)]] ot p est une position et s* un squelette
non étiqueté.

Il ne reste plus qu’a définir les version étiquetées de nos réductions (source,
cible, et méta-A-lifting) de maniére a ce que notre invariant soit respecté.

La réduction source étiquetée sera un transfert direct de la f-réduction
étiquetée faible du chapitre 2 (définition 2.20). La définition de la réduction cible
étiquetée en revanche appelle un élément nouveau : en expansant un symbole
de supercombinateur la réduction cible introduit de nouvelles positions qui n’ont
pas d’ancétres visibles dont nous puissions récupérer les étiquettes. La réduction
cible étiquetée a partir d'un radical @“(f“(¢1,...,t,),u) va donc construire de
nouvelles étiquettes pour les positions de y(f).

Comme dans le cadre des CRS ou ce cas de figure apparaissait déja (défini-
tion 4.42), ces nouvelles étiquettes viendront d'une combinaison de 1’étiquette
racine w et d’'un étiquetage « initial » de ¥(f). Nous avons quand méme un
élément en plus par rapport au chapitre 4 : 'étiquette @ du symbole de su-
percombinateur f, donc nous allons nous servir comme graine pour donner
a I'ensemble des éléments de w(f) un étiquetage qui satisfasse la propriété
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des squelettes uniformes. Pour cela nous décomposerons I’étiquette a sous une
forme [wy,...[w1, p]] et utiliserons un étiquetage initial étendu a partir de p,
uniformément réétiqueté par les w;.

Définition 8.45 (Réductions étiquetées). La réduction source étiquetée est
définie par le schéma :

@ (\x.t,u) —p 0,519t t,]

avec les conditions t = s[t1,...,tp] et s = ™. La réduction cible étiquetée
est définie par le schéma :

@ (flonlovpllyy ) u) =g (o, (g, [01,i)1 1559, 1]

ot Y(f) = Ax.s. Encore une fois, ces réductions sont restreintes aux positions non
gelées, et nous notons —; la réduction intermédiaire étiquetée résultant de l'union
de — B et =

Exemple 8.46.
Considérons le A-terme étendu étiqueté

t = @(f1*M@(z1,29),23),a")
avec comme a Uexemple 8.12
w(f) = Ax.@0O,g(0,x))
Notons s =@, g(d,x)). Alors
[a,in(s)] = @@ glel2io y))
et nous avons le pas de réduction cible étiquetée

t —f @[w,[a,ll]](@ﬁ(zl’22),g[w,[zx,112]](z3’ay))

Gréce au lemme 8.24 de décomposition, la version étiquetée du méta-A-lifting
peut étre définie par I'intermédiaire des version étiquetées de la contraction et
de I'expansion. Ces contraction et expansion étiquetées utilisent comme base
le A-expanseur ¥ et font en sorte, dans un sens comme dans 'autre, la méme
étiquette soit donnée a4 un symbole f et a la racine du squelette associé. Comme
dans la réduction cible étiquetée le reste est obtenu uniformément a partir
d’un étiquetage initial étendu de manieére a assurer la propriété des squelettes
uniformes.

Définition 8.47 (Contraction et expansion étiquetés). La contraction étique-
tée et lexpansion étiqueté sont deux schémas de réduction définis par :

A%%x.s[t1,..tn] —¢ (W HAx.8")H(E1, ..., t5)
s ={(slt1,...,t, D™
flon-lovpllqy t) —e [wn,...[01,ipWENIEL, . tn]
vjJ. t} libre dans w(f)[t'l,...,t;L]
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Nous pouvons vérifier que les opérations de contraction et d’expansion com-
mutent avec I'étiquetage initial étendu.

Lemme 8.48 (Etiquetage initial étendu et contraction). Considérons t et u
deux A-termes étendus (non étiquetés) tels que t —. u (pour la contraction non-
étiquetée). Soit p une position. Alors i,(t) —. i p(u) (pour la contraction étiquetée).

Démonstration. Notons ¢ = c[Ax.s[t1,...,¢,]1] ic clf(t1,...,tp)] = u. Nous avons
ip(w)=culfPip.q.q,(t1),...,ip.gq,(En))] avec q; = Vs, . 1,)(i), Cest-a-dire que
q; est Pexpansion de la position du i®™® trou de y(f), qui est encore ’expansion
de la position de ¢; dans Ax.s[#1,...,¢,]. Donc

ip(8) = culAN %0 p.g1(S)ip.g.q, (1), L pgog, (En)]]
et finalement i ,(¢) ic ip(u). O

Nous prouvons de méme le résultat réciproque pour 'expansion.

Lemme 8.49 (Etiquetage initiaux et expansion). Considérons t et u deux A-
termes étendus (non étiquetés) tels que t —, u (pour l'expansion non-étiquetée).
Soit p une position. Alors i,(t) —. ip(u) (pour Uexpansion étiquetée).

Nous en déduisons également que la contraction étiquetée, 'expansion éti-
quetée, et donc aussi le méta-A-lifting étiqueté, préservent la propriété des
squelettes uniformes.

Lemme 8.50 (Propriété des squelettes uniformes). Considérons un A-terme
étendu étiqueté t tel que U(t). Si u est un A-terme étendu étiqueté qui vérifie
t—cu, t—ou, out—pu, alors il vérifie aussi U(u).

De plus, et comme dans le cadre non étiqueté (lemme 8.29), tout pas de
réduction cible étiquetée peut étre décomposé en un pas d’expansion étiqueté
suivi d'un pas de réduction source étiqueté.

Remarque 8.51. Soient ¢ et ¢’ deux A-termes étendus étiquetés tels que t —, t'.
Alors il existe un A-terme étendu étiqueté u tel que

t —e u —p t

La vérification de la préservation de la propriété des squelettes uniformes
par les réductions source, intermédiaire, et cible, peut donc étre ramenée a la
seule vérification pour la réduction source, qui est immédiate car la B-réduction
faible étiquetée vérifie toujours I'invariance des squelettes telle qu’énoncée au
lemme 2.23.

Lemme 8.52 (Propriété des squelettes uniformes). Considérons un A-terme
étendu étiqueté t tel que U(t). Si t' est un A-terme étendu étiqueté qui vérifie
t—p t' out—yg t', alors il vérifie aussi U(t").
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Cet invariant assuré pour toutes nos notions de réduction, nous pourrions
prouver de méme qu’a la section 8.3 que le A-lifting étiqueté définit une bisimula-
tion entre la réduction source étiquetée et la réduction cible étiquetée, pour peu
que nous considérions des termes vérifiant la propriété des squelettes uniformes,
a partir d’une vérification de commutation locale :

— SiU@) et t'; — t =5 u alors il existe u' tel que t' — 5 u'; —u.

— SiU(t) et t =5 u —; u’ alors il existe ¢’ tel que t —; ¢ -5 u'.

Ceci dit, I'intérét des termes étiquetés réside ici en ce qu’ils représentent
des graphes. Le vrai objectif de cette section porte donc sur ce qui représente
la réduction de graphe, c’est-a-dire la réduction parallele étiquetée. Vérifions
donc que I'ensemble formé par la réduction source étiquetée, la réduction cible
étiquetée, et le méta-A-lifting étiqueté forme un SLS. Rappelons dans cette
formalisation que les réductions source et cible sont soumises a la restriction de
réduction faible, tandis que la réduction de méta-A-lifting peut s’appliquer sans
restriction.

Instanciation 8.53. Considérons le triplet (#,9 ,2) formé de :
— la signature & =X U{Ax | xe Z}u{@UZF,
— lensemble 9 des termes étiquetés vérifiant la propriété des squelettes
uniformes, et
— lensemble # = RpURr U Ry o Rp est Uensemble des pas de réduction
source étiquetée dont la source vérifie la propriété des squelettes uniformes,
Ry est l'ensemble des pas de réduction cible étiquetée dont la source vérifie
la propriété des squelettes uniformes, et R est l'ensemble des pas de
méta-A-lifting dont la source vérifie la propriété des squelettes uniformes.
Pour tout pas de réduction p € Zp, notons

p : cl@(A%x.slty,....tnlw)] —p  cllw,s1¥=9 ..., t,]]

et définissons :
— dex(p) = @ (A%x.sltq,...,tx],u)
— duct(p) = [w,s1*=¥¢ty,...,¢,]
- ctx(p)=c
— effz(p) =pos(s) \ fo(s)
Pour tout pas de réduction p € Z¢, notons

p i cl@(flon--lovPllgy ) u)l —p cllw, [on,. .. [w1,ip6)1 15Tt y,. .., t,]]

avec Y(f) = Ax.s. et définissons :
— dex(p) = @“(flon---lovpllg, 1) u)
— duct(p) = [, [0y, ... [01,i & 15=¥[2q,...,1,]
- ctx(p)=c
— effz(p) =pos(s) \ fo,(s)
Pour tout pas de réduction p € R, notons

p :clsltq,....th]ll —p clf“(t1,...,tn)l
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avec s un certain contexte d’arité n (formé par un squelette ou un symbole de
supercombinateur selon que la réduction est par Réification ou Méta) tel que
7(s) = a et définissons :

dex(p) =slt1,...,t,]

duct(p) = f*(t1,...,tn)

ctx(p)=c

effz(p) = {e}

Lemme 8.54. Le systeme X = (F[L],T ,R%,dex,duct,ctx,effz) est un ATRS
marqué.

Démonstration.

Source & Cible Par lemmes 8.50 et 8.52 de préservation de la propriété des
squelettes uniformes.

Résidus Par stabilité des positions non gelées, lemme 2.10.

Zone d’effet De méme qu’a la section 2.3. O
Lemme 8.55. Le triplet (£,<,ZX) est un SLS

Démonstration.

Etiquette racine Les applications, les A-abstractions, et les symboles de su-
percombinateurs sont tous étiquetés.

Progression Dans le cas d'un pas de réduction p de Zp ou %, toute étiquette
de la zone d’effet est de la forme [w,a] avec w = 1(p) et en particulier
o <[w,a]. Dans le cas d'un pas de réduction p € Z;; la zone d’effet est un
singleton dont l'unique étiquette est 7(p).

Héritage De méme qu’a la section 2.3.

Partage Par propriété des squelettes uniformes, les étiquettes de deux positions
différentes de la zone d’effet ne peuvent étre égales dans le cas d'une
réduction p de %3 ou %¢. Dans le cas d’'une réduction p € % la zone
d’effet est un singleton. O

Par cette représentation de la transformation de A-lifting dans un SLS nous
obtenons une notion de A-lifting sur des graphes. Il est également possible, via ce
A-lifting étiqueté, de vérifier que ce lien entre la réduction partagée pleinement
paresseuse connue sur le A-calcul faible (chapitre 2) et la réduction partagée du
systéme du premier ordre cible est encore une bisimulation, c’est-a-dire que nous
avons le « méme » partage avant et apres A-lifting (d’ou I'équivalence avec les
systémes pleinement paresseux du chapitre 3). Formaliser vraiment ce nouveau
résultat de bisimulation demande cependant d’établir un lien un peu plus précis
entre les positions des termes avant et apres A-lifting.

Llopération est assez simple : il suffirait de définir une relation de descen-
dance le long du méta-A-lifting ou méme simplement de la contraction et de
vérifier que cette nouvelle notion se comporte bien et est compatible avec les
étiquettes. Toutefois, cela serait encore du travail supplémentaire, puisque la
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contraction, 'expansion, et le méta-A-lifting sont de nouvelles structures que
nous avons ajoutées au noyau du A-calcul. En revanche, au chapitre 9 suivant,
dans lequel nous allons généraliser la notion de A-lifting aux CRS, nous pourrons
exprimer toutes nos transformations comme des régles ordinaires du systéme,
pour lesquelles il ne sera plus nécessaire de faire toutes ces définitions addi-
tionnelles. Nous pourrons en particulier formaliser les propriétés qui n’ont été
qu’esquissées dans le présent chapitre.

Bilan du chapitre

Dans ce chapitre nous avons proposé une formalisation de la technique de
compilation classique de A-lifting pleinement paresseux en tant que transforma-
tion du A-calcul vers un systéme de récriture du premier ordre orthogonal, et
prouvé que cette transformation définissait une bisimulation entre le A-calcul
faible et le systéme du premier ordre cible (théoréme 8.33 de bisimulation).

Pour faciliter cette preuve nous avons décrit 'opération de A-lifting comme
une transformation « a petits pas » qui est un systéme de récriture convergent
dans une syntaxe étendue mélangeant les constructions du A-calcul avec des
symboles du premier ordre (section 8.2).

Enfin, nous avons également décrit une deuxiéme version, étiquetée, du
A-lifting, qui permet de compléter le chapitre 3 en faisant le lien entre la réduc-
tion pleinement paresseuse du A-calcul du chapitre 2 et un certain partage du
systéme du premier ordre cible.

Cette vision du A-lifting comme un systéme de récriture opérant une trans-
formation entre deux systémes de récriture d’ordres différents va étre reproduite
et généralisée au chapitre 9 suivant pour lier 'ensemble des CRS faibles a des
systémes de récriture du premier ordre, d'une maniere qui préserve le partage,
I’éventuelle orthogonalité des systémes, et les notions de descendance et de
résiduation. Ceci permettra au chapitre 10 de se ramener au premier ordre pour
établir des résultats d’optimalité sur le partage pleinement paresseux.
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La transformation de A-lifting a été introduite a 'origine comme un outil d’im-
plémentation pour les langages de programmation fonctionnelle [Joh85, PJ87].
Nous I'avons également vue au chapitre 8 précédent comme la transformation
d’un systeme de récriture d’ordre supérieur orthogonal (le A-calcul faible) en un
systéeme de récriture du premier ordre orthogonal qui lui est bisimilaire.

Dans le présent chapitre nous allons généraliser la transformation aux CRS
faibles, et montrer que le lifting des abstractions définit une bisimulation entre
la réduction faible d'un CRS et un systéme de récriture du premier ordre. Cette
bisimulation préservera en outre le partage pleinement paresseux, et les no-
tions de descendance, de résiduation et de nécessité. Enfin, la transformation
préservera ’éventuelle orthogonalité du systéme source : en dépit du fait que
nous utilisons comme étape intermédiaire un raffinement canonique qui casse
Porthogonalité stricte pour la remplacer par une version amoindrie (ladite « or-
thogonalité en réduction faible », définition 4.33), tout CRS faible orthogonal
sera associé par [ifting a un systéme du premier ordre orthogonal « tout court ».

La généralisation du lifting au cadre des CRS sera, comme on peut s’y
attendre, source de difficultés nouvelles. Les regles de récriture des CRS notam-
ment sont bien plus riches que la seule regle 8, et nous devrons donc complexifier
en particulier les notions de réduction cible et de réduction intermédiaire pour
en tenir compte.

Cependant, la généralisation au cadre des CRS sera également une source
de simplifications importantes des formalismes du chapitre 8. En effet nous
allons pouvoir jouer jusqu’au bout le jeu de I'uniformisation du formalisme
dans le cadre général des CRS. Alors que dans le chapitre 8 précédent nous
avions défini deux notions distinctes de A-lifting, avec ou sans étiquettes, dans
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le présent chapitre une seule procédure de lifting sera définie pour tous les
CRS. Cette procédure unique s’appliquera aussi bien a un CRS « brut » qu’a
sa version étiquetée, en particulier grace a I'internalisation des mécanismes
d’étiquetage que nous avons mis en place pour les CRS dés le chapitre 4. Enfin,
le formalisme unique des CRS couvrira a la fois le systéme source, le systeme
cible, et la réduction intermédiaire, avec ou sans étiquettes, et méme 'opération
de lifting, tout cela sans qu’il soit nécessaire de redéfinir syntaxe, descendance,
et autres notions utiles. En particulier, les définitions répétitives qui avaient
pour certaines été omises au chapitre 8 seront ici immédiatement acquises, et
nous pourrons compléter les énoncés et démonstrations qui y avaient été laissés
a 'état d’allégations informelles.

La section 9.1 définit une transformation de lifting généralisant le A-lifting
aux termes d'un CRS, puis la section 9.2 donne la partie dynamique de cette
transformation en définissant des notions de réduction intermédiaire et de
réduction cible. La section 9.3 apporte la preuve que la transformation définit une
bisimulation entre tout CRS faible source et le systéme du premier ordre cible
associé, et démontre la préservation de I’éventuelle orthogonalité du systéme. La
section 9.4 enfin montre comment le formalisme général de lifting s’accomode de
I’étiquetage causal du chapitre 7, et préserve le partage ainsi que la descendance
et la résiduation.

9.1 Lifting généralisé

Comme au chapitre 8 précédent nous allons baser le lifting sur un ensemble
dénombrable de symboles de toutes arités s’ajoutant au systéme source et repré-
sentant les supercombinateurs. Et de méme encore, une fonction d’expansion
donnera une correspondance entre ces nouveaux symboles et des fragments de
termes d’ordre supérieur ou du premier ordre.

Deés cet endroit, nous allons tirer parti du formalisme des CRS pour obtenir
une formalisation moins ad hoc du lifting. Au chapitre 8, les nouveaux symboles
demandaient la définition d’'une nouvelle syntaxe, ce qui n’était pas tres difficile
mais demandait des adaptations en chaine de toutes les définitions subséquentes.
Ici, ’'ensemble de symboles de supercombinateurs viendra simplement s’ajouter
a la signature.

Egalement, pour obtenir une formalisation un peu plus abstraite et modu-
laire, dans ce chapitre 'ensemble de symboles & comme la fonction d’expansion
¥ seront des parameétres de Popération de lifting. Alors, de méme que pour un
résultat axiomatique, une condition sera associée aux parametres & et ¥ pour
assurer la bonne formation du lifting (stabilité, définition 9.9). Ainsi par exemple,
Iajout d’étiquettes a une opération de lifting (section 9.4) ne sera pas un nouveau
formalisme mais un nouveau choix de parametres & et vy, et 'ensemble des
constructions et des résultats sera alors déduit de la seule vérification de la
conditions de stabilité (lemme 9.42).

Définition 9.1 (Ensemble de supercombinateurs). Un ensemble de supercom-
binateurs & est la donnée pour tout entier n € N d’un ensemble dénombrable
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Fy, de symboles d’arité n telle que & =,, .

Pour toute signature de CRS ¥ et tout ensemble de supercombinateurs
Z nous notons . LI% l'union disjointe de ces deux ensembles de symboles.
L'ensemble obtenu est en particulier une signature de CRS. Le notions de
termes, contextes, positions, variables libres, substitutions, et squelettes n’ont
donc pas besoin d’étre redéfinies lorsque nous étendons une signature .¥ en
FLUZF.

Nous prenons comme au chapitre 8 la notation suivante.

Définition 9.2 (Ensemble des squelettes). Pour toute signature &, notons (%)
lensemble des squelettes sur & :

(S = ()N | xeX, t un terme sur #}
Avec des étiquettes (section 9.4) nous noterons encore
(FLY = ()N | x€X, ae L, t un terme sur L}

Définition 9.3 (Expanseur). Soient .# une signature CRS et & un ensemble
de supercombinateurs. Un expanseur de & sur ¥ est une fonction injective
v 1 F — (L UF)). Pour tout expanseur v de & sur & et tous symboles f,g€ F
nous disons que g contient f par v et nous notons g >y [ quand f apparait
dans w(g). Un expanseur v est bien fondé quand il n’existe pas de suite infinie
décroissante f1 2y f2 Dy ...

Définition 9.4 (Systeme de lifting). Soit ¥ une signature CRS. Un systeme de
lifting pour & est une paire (¥%,v) ot

— & est un ensemble de supercombinateurs.

— Y est un expanseur bien fondé de & sur .

Etant donné un systeme de lifting (&, ) pour une signature . nous pouvons
définir comme au chapitre précédent une notion de position étendue sur la
signature étendue & LS.

Définition 9.5 (Positions étendues). Soient # une signature et (% ,y) un sys-
teme de lifting pour . L'ensemble des positions étendues par v d’un méta-
terme t sur & UZ, ou y-positions de t, noté pos,, (), est défini par :

posy,(x) = f{e}
posw((x)t) = {ejul -posw(t)
pos,(f(t1,....tn)) = {edu(U;i-pos, () fes

posy(Z(t1,....tn)) = {etu(Uii-pos,(t)
posw(f(tl, wotn)) = {etu(0 -posw(w(f))) u(U;t —pOSW(ti)) feF
Remarquons que cet ensemble est fini car ¥ est bien fondé.

Comme au chapitre précédent, le lifting est basé sur deux opérations ré-
ciproques de contraction et d’expansion. Nous allons cependant y voir une
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différence : au chapitre 8 les opérations de lifting étaient des schémas de réduc-
tion ad hoc définis sur les A-termes étendus, avec des conditions de bord sur
les variables de certains sous-termes. Ici, la contraction et ’expansion seront
définies par des regles CRS ordinaires, et les conditions de stireté des valuations
contiendront toutes les conditions de bord utiles.

Définition 9.6 (Contraction/Expansion). Soient # une signature et (¥,¥) un
systeme de lifting pour . La w-contraction et la y-expansion sont deux
ensembles de régles CRS sur & U définis par :

(y-contraction) x)slZ1,....Z,]1 —¢ w‘l((x)s)(Zl,...,Zn) (x)s € {FL LUF))
(y-expansion) f(Z1,...2,) —e w(f)Zy,..,Z,] feF

Un pas de contraction/d’expansion est application d’'une régle de contrac-
tion /d’expansion a n’importe quelle position dans un terme, un contexte, ou un
méta-terme dont les méta-variables sont toutes d’arité nulle.

Lemme 9.7 (Contraction/Expansion). Soient # une signature et (% ,y) un sys-
teme de lifting pour #. Alors pour tous termes t et u sur U nous avons t —. u
si et seulement si u —, t.

Démonstration. Considérons un pas de réduction ¢ = ¢[l’] —. c[r?] = u par
une regle [ = (x)s[Z1,...,Z,]1— f(Z1,...,Z,) =r. Par définition d’'un expanseur,
f=v1x)s)e Z, donc r = f(Z1,...,Z,) —e x)s(Z1,...,Z,) = | est une régle
d’expansion. En outre, o est une valuation stire pour [ — r, donc o est siire pour
[ et pour r, donc o est stire pour r — [, et ainsi u = c[r’] —, c[I]=t.

De méme, si u —, t alors t —. u. O

L'expanseur d'un systéme de lifting n’est pas surjectif en général. La contrac-
tion peut donc ne pas s’appliquer a n’importe quelle abstraction. Dans la sec-
tion 8.5 ceci n’avait pas d’incidence car la contraction étiquetée était définie
sur un échantillon suffisamment dense de squelettes étiquetés (en particulier,
son domaine de définition contenait au moins un étiquetage de chaque sque-
lette non-étiqueté). Surtout, 'échantillon en question était stable par toutes les
réductions.

Pour toute la suite nous utiliserons donc des systéemes de lifting stables,

dans lesquels nous tiendrons pour axiome que le codomaine de I'expanseur est
un ensemble suffisamment grand et suffisamment stable de squelettes. Nous
allons pour cela définir un invariant sur les termes exprimant que tout squelette
peut étre contracté, et demander a cet invariant d’étre préservé a la fois par la
contraction, 'expansion, et les réductions du CRS source. La notion de stabilité
pour un systéme de lifting ne dépend donc pas que de la signature a laquelle
s’applique le systéme de lifting, mais de tout le CRS avec lequel le systeme est
utilisé.
Définition 9.8 (Propriété de contractabilité). Soient # une signature et (% ,vy)
un systeme de lifting pour #. Un terme t sur ¥ U5 a la propriété de contrac-
tabilité relativement a vy, noté Cy(t), si tout squelette de t est dans le codomaine
de .
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Définition 9.9 (Systéeme de lifting stable). Soit ~ = (#,%) un CRS faible. Un
systeme de lifting stable pour Z est un systéme de lifting (& ,v) pour &£ tel que
la propriété Cy, de contractabilité relativement a v est préservée par :

— la réduction faible générée par X,

— la y-contraction, et

— la y-expansion.

Remarquons que, comme au chapitre 8, la réduction source est soumise
a la restriction de réduction faible mais pas les réductions de contraction ou
d’expansion.

Nous pouvons définir une relation de récriture convergente effectuant le
lifting, de maniére similaire a ce qui a été fait pour le méta-A-lifting pour le
A-calcul au chapitre 8 (définition 8.17). Cette relation se décomposera toujours
sur la contraction et 'expansion. En revanche, le méta-lifting que nous allons
voir maintenant va étre défini par des regles CRS ordinaires. Ces regles seront
définies par rangs, le rang 0 correspondant au cas Réification et les rangs a
partir de 1 au cas Méta.

Définition 9.10 (Méta-lifting). Soient Z =(#, %) un CRS et (¥,y) un systéeme
de lifting stable pour Z.
— Les regles de méta-lifting de rang 0 sont les régles de contraction.
— Une paire f(Z1,...,Z,) — f'(Z1,...,Z,) est une régle de méta-lifting de
rang n+1 si et seulement si y(f) — w(f') par une régle de méta-lifting de
rang n.
Comme pour la contraction et l'expansion, ces régles peuvent s’appliquer & n’im-
porte quelle position dans un terme, un contexte, ou un méta-terme dont les
méta-variables sont toutes d’arité nulle. Lensemble des regles de méta-lifting
est l'union des ensembles des régles de méta-lifting de tous rangs n € N.

Comme a la définition 8.17 nous pouvons associer des positions étendues aux
pas de méta-lifting.

Définition 9.11 (Position d'un pas de méta-lifting). Soient T =(¥,%) un CRS

et (ZF,v) un systeme de lifting stable pour Z.

Réification Si t — t' par Uapplication & la position p d’une régle de rang 0,
alors nous notons t ﬂ»lﬂ .

Méta Si t —4 t' par Uapplication & la position p d’'une régle f(Zy,...,Z,) —
f(Z1,...,Z,) de rang strictement supérieur & 0 et si q est la position étendue

telle que w(f) i’lft w(f"), alors nous notons t LM»lft t.

Exemple 9.12.
Soit t = (x)@(@(z1,z2), {y)@(@(y,z3),x)) un terme. Notons :

¢~ 1(h) (x)@(0O, (y)@@(y,0),x))
o g (y)e(@(y,0),0)
e I(f) = @en,gd,x)
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Les lignes pointillées désignent ci-dessous le squelette de l'abstraction (y), et les
lignes grasses (pleines ou pointillées) désignent le squelette de I'abstraction {(x).

<9|6> <9|c>
@/@\<> i, @/@\g
y .
L% 7 RaE LAY
N
2O X
y 23 ¢ | Réif.
¢ | Réif
N 012 /f\
/@\ 23 /—) @ Z23
21 29 Méta 21 29

Le lemme 9.13 suivant exprime la décomposition du méta-lifting sur les opé-
rations de contraction et d’expansion. Il est la traduction directe du lemme 8.24
sur le méta-A-lifting et se prouve de méme.

Lemme 9.13 (Décomposition du méta-lifting). Soient X = (¥,%) un CRS et
(Z,v) un systéeme de lifting stable pour X. Soient deux termes sur & U tet t'
tels que t —p t'. Alors il existe un entier k = 0 et un terme sur ¥ UZF u tels que :
t =k Skl
En faisant appel aux méme argument que lors de la preuve du lemme 8.25,
nous pouvons montrer que le méta-lifting est un CRS convergent.

Lemme 9.14 (Convergence). Soient X = (&, %) un CRS et (Z,y) un systéeme de
lifting stable pour Z. La relation de méta-lifting a la propriété du diamant et est
fortement normalisante.

Démonstration. Considérons deux pas de méta-lifting t ﬂ»;ﬁ t1 et ¢ &;ﬁ to
différents ayant pour source un méme terme ¢. La cléture en diamant de ce
diagramme est obtenue en raisonnant par cas sur les positions étendues p; et
p2:

— Si p1 et pg sont disjointes, alors les deux pas n’ont aucune interférence et

D2 / P1 /

nous avons t1 —p t' et to —yp t'.
— Si p1 < pg et po est une position étendue du squelette contracté par ¢ ﬂ»lﬁ
t1, alors notons p2 = p1-1-p;,. Nous avons d’une part ¢ ﬂlft to ﬂ»;ﬁ t' et
p1:01:p,

d’autre part ¢ ﬂ»[ﬁ to i t', oule dernier pas de méta-lifting utilise

une fois de plus la condition Méta que ¢ ﬂ»;ﬂ to.
— Si p1 < p2 et pg n'est pas une position étendue du squelette (x)s contracté
par ¢ &qﬂ t1, alors notons pe = p1: ps 'p’z ou s|p, = 0. Alors nous avons

P1°P;
t1 l’lft t' et tg ﬁqﬂ t.
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Prouvons maintenant la terminaison. Soit §,(.) une mesure sur les termes
dénotant le nombre de radicaux —;;. Rappelons que sont également autorisées
les méta-variables d’arité 0. Formellement :

$2x) = 0

$HO = 0

$2Z2) = 0
Uxyt) = 1+82()

A(f(t1,...,t0)) Zi$a(t;) fes
$A(f(t1,...,20)) §1(s)+2Z;82(2)) feFety(f)=(xs

Le point crucial de cette définition est 'omission dans le dernier cas de I’abstrac-
tion qui se trouve a la racine de w(f).

Sit—.t alors §,(t') = §2(t) -1, et si t —, t' alors §1(¢') = §,(¢) + 1. Par
décomposition de —4 sur —. et —, nous déduisons donc que si t —5 ¢’ alors
§1(")=8,(¢) — 1. Donc la mesure décroit strictement et la relation de réduction
— 11 est fortement normalisante. O

Les regles de méta-lifting définissent donc une fonction totale des termes
CRS sur un signature . dans les termes du premier ordre sur une signature
S UZF, et cette transformation généralise celle déja connue pour le A-calcul.

Convention 9.15. Soient Z = (&#,2%) un CRS et (¥,v) un systeme de lifting
stable pour Z. Pour tout terme t sur la signature étendue & 1% nous notons
1£t(¢) la forme normale de t par méta-lifting.

Enfin, comme au chapitre 8 sur le A-calcul, nous pouvons aussi vérifier que
I’expansion est aussi convergente et définit une deuxiéme fonction inversant le
lifting, définie des termes CRS sur une signature étendue ¥ LI vers les termes
CRS sur une signature ..

Lemme 9.16 (Convergence). Soient X =(,2%) un CRS et (Z,y) un systéme de
lifting stable pour Z. La relation —, a la propriété du diamant et est fortement
normalisante.

Démonstration. La propriété du diamant est immédiate car les régles d’expan-
sion forment un systéme orthogonal.

Prouvons maintenant la terminaison, en introduisant une mesure §7(.) sur
les A-termes étendus majorant le nombre de radicaux d’expansion. Cette mesure
compte le nombre de positions étendues dénotant un symbole de supercombina-
teur. Formellement :

§¢(x) = 0
§¢@ = 0
§¢(2) = 0

§ryt) = §¢(®)
§¢(F(¢1,..5t0)) $r(p(F)+Z;§¢(t;) fes
§£(F(t1,..,80)) 1+ 87w ())+Z;§¢(t;) feF

Pour tous termes ¢ et u, si t —, u alors §7(u) = §7(¢) — 1. La mesure décroit donc
strictement et —, est bien fortement normalisante. O
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Définition 9.17. Soient ~ = (%, %) un CRS et (¥,v) un systeme de lifting stable
pour Z. La forme totalement expansée d’un terme t est 'unique forme normale
de t pour lexpansion.

9.2 Réductions source, intermédiaire, et cible

Dans le cas du A-calcul la définition de la relation de réduction cible était
relativement simple, et pouvait se ramener a une opération en deux étapes :

1. Expanser le supercombinateur du radical.
2. Appliquer la f-réduction usuelle.

Les regles plus riches des CRS ont pour premiere différence de pouvoir faire
intervenir plusieurs fonctions du terme source (exemple 9.18), et demander
ainsi 'expansion de plusieurs supercombinateurs. Nous pourrons ainsi prendre
comme idée de base : expanser autant de supercombinateurs que nécessaire afin
de pouvoir appliquer une régle du CRS d’origine, puis appliquer cette regle (puis
d’autres ingrédients éventuels). Cependant, comme au chapitre 8 le but sera
de définir toute cette opération comme un seul pas de réduction, de préférence
décrit par une régle de récriture.

Exemple 9.18.
Considérons des symboles o, [, g, et a d’arités respectives 2, 2, 2, et 0, et la régle

CRS

o 1 o((0)Z1(x), (MZa(y)) — (0)Z1(Za(x))
Considérons un terme
t = o({)f(x,(2)f(z,%), (ygla,y))
Nous avons avec la régle o un pas de réduction
t — (0f(gla,x), () f(z,8@x)) = ¢
Notons w~'((y)g(@,y)) = h,. Nous avons alors un pas de méta-lifting
t —ip o((Of(x,(2)f(z,x), hyl@)) = u

Nous pouvons encore obtenir une réduction vers t' en expansant d’abord h, puis
en appliquant la régle o. Nous pouvons également proposer une régle « directe »
dans laquelle le symbole h, est utilisé a gauche, et expansé a droite o cela est
nécessaire.

oy 1 o((WZ1(x), hy(Z0)) — (0)Z1(g(Z0,x)
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Cette nouvelle regle o, n’est plus une regle source, mais il ne s’agit pas non
plus d’une régle cible : elle fait intervenir, a gauche comme a droite, des lieurs et
des méta-variables d’arité non nulle, choses qui ne siéent guére a une regle du
premier ordre. Voici donc une premiére différence avec le chapitre 8 précédent :
il existera réellement une notion de réduction « intermédiaire », dont les regles
ne seront ni celles de la réduction source ni celles de la réduction cible .

Comment obtenir la regle o, a partir de la regle source o ? Le membre gauche

o () Z1(x), hy(Zo))
de la regle o, peut étre vu comme obtenu a partir du membre gauche

o( (xYZ1(x), (M Z2(y))

de la régle o par contraction de I'abstraction (y). A un détail preés : la contraction
n’est pas définie sur des squelettes contenant des méta-variables d’arité non
nulle comme (y)Zs(y). Dans notre cas, ladite contraction n’a pas lieu directement
dans le membre gauche de o, mais dans son raffinement

o( (x)Z1(x), (»)8(Zo,y))
obtenu avec la valuation partielle
o = {Zs—Ax1.8(Zy,x1)}

Ainsi, le squelette (y) g(O,y) ne contient plus de méta-variable et peut bien étre
contracté en h,. Remarquons que cette valuation partielle o assure également
le passage entre les membres droits des regles o et o,.

Pour obtenir les régles intermédiaires et cibles a partir des regles sources en
utilisant la contraction, nous allons donc devoir considérer des raffinements des
régles sources qui permettent de faire toutes les contractions voulues. Pour ceci,
il faudra que les squelettes du membre gauche soient entiérement visibles et ne
contiennent plus de méta-variables. Autrement dit, les raffinements canoniques
sont de retour!

Ainsi, une regle intermédiaire x; sera obtenue en appliquant des contractions
a une regle kg du raffinement canonique d’une régle x du CRS d’origine.

Exemple 9.19.
Considérons la régle og suivante, issue du raffinement canonique de la régle o
de lexemple 9.18.

op : ol (x)f(x,(2)f(2,x), (M&(Zo,y)) — ()f(g(Zo,x),(2)f(2,8(Zy,x)))

En appliquant a Uenvi aux membres gauche et droit de la regle og les contractions
données par

v ye@,y) = h,
v i) f(z,0) = h,
Y@ fla,ho(x) = Ry

1. Ceci était en réalité déja le cas au chapitre 8 mais avait été passé sous silence, avec des
réduction cibles @(f(¢1,...,t,),a) dans lesquelles y(f) contient des A-abstractions internes.
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nous obtenons par exemple, en plus de o, les régles suivantes dans lesquelles les
symboles contractés sont soulignés.

oy 1 ol () f(x,he(x)), (M8(Z0,¥)) — (x)f(g(Zo,x),(2)f(2,(8(Z0,x)))
xyz C o(hy, hy(Zo)) — ()f(g(Zo,x),h-(8(Zo,x))

Comme il faut pouvoir appliquer les régles intermédiaires a toute étape
intermédiaire d’'une transformation de méta-lifting, étant donnée une regle
k du CRS d’origine nous prévoirons au moins une reégle intermédiaire pour
chaque motif atteignable par contraction d'un membre gauche [r d’'une regle
KR :lp — rr du raffinement canonique de x. Ceci fait écho en particulier aux
regles étiquetées (définition 4.42) et aux regles expansées (définition 7.12) pour
lesquelles nous avions considéré tout étiquetage et toute expansion des membres
gauches.

Il y a en revanche une question a trancher concernant la contraction éven-
tuelle du membre droit : que décider pour les deux abstractions du membre
droit {(x)f(g(Zg,x),{z)f(z,8(Zy,x))) de la regle og ? Ecartons la possibilité de
construire toutes les regles correspondant a toutes les contractions des membres
gauche et droit, qui aurait un impact négatif sur ’éventuelle orthogonalité du
systéme source. Nous cherchons plutét une construction déterministe.

La question ne se posait pas dans le formalisme du A-calcul. En effet, consi-
dérons dans le cadre du chapitre 8 précédent un pas de réduction intermédiaire

@(f(t1,...,tn)u) — sETU[E 4]

Remarquons que toute A-abstraction et tout symbole de supercombinateur du
A-terme étendu cible soit a un ancétre, soit est introduit par w(f) = Ax.s. Sa
forme contractée ou expansée est donc dictée par le A-terme étendu source ou la
définition de 'expanseur .

Ce possible « héritage » par descendance de la forme contractée ou expansée
d’un abstraction pourrait étre mis en avant pour proposer que I'abstraction (z)
du membre droit soit dans le méme état que I'abstraction (z) du membre gauche.
Officiellement la premiére ne descend pas de la seconde puisque, formellement,
le raffinement efface cette information. Nous pourrions néanmoins nous rappeler
que les deux occurrences sont issues d'une méme valuation partielle

or = {Z1— Ax1.f(x1,{2)f(2,x1)), Zo— Ax1.8(Zo,x1) }

Il serait méme envisageable de régler la question de ces abstractions en considé-
rant le raffinement canonique non par rapport a la signature . d’origine, mais
par rapport a la signature . L& étendue, de sorte quune valuation partielle

0, = {Zi1— Ax1.f(x1,hx(x1)), Zg — Ax1.8(Zo,x1) }
génere directement a partir de la regle o de 'exemple 9.18 une regle raffinée

o( () f(x,hz(x)), (M8&(Zo,y)) — (x)f(g(Zo,x),h2(8(Z0,x)))
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dans laquelle la contraction de I’abstraction (z) est déja prise en compte (et ce
de maniére uniforme a gauche et a droite).

Cependant, cette solution ne serait pas suffisante : dans une regle CRS
comme la regle o de ’exemple 9.18, des abstractions apparaissent a gauche
comme a droite indépendamment de tout raffinement. D’une part il faut donc
explicitement prévoir la possible contraction des abstractions du membre gauche.
D’autre part, les abstractions du membre droit n’étant pas reliées aux abstrac-
tions du membre gauche, nous ne pouvons nous baser sur un argument méme
informel de descendance pour décider de leur état. En particulier, la décision de
contracter ou non I'abstraction (x) dans le membre droit (x)Z1(Z2(x)) reléve de
Parbitraire.

Seul critere restant : que les régles cibles, qui seront déduites des regles
intermédiaires dans les cas ou les termes sont des formes normales du méta-
lifting, soient bien des régles du premier ordre, dans lesquelles aucun lieur
n’apparait. Solution retenue : prendre la forme normale par méta-lifting du
membre droit de la regle raffinée considérée.

Exemple 9.20.
Considérons la régle raffinée ogr de l'exemple 9.19

o o (xX)f(x,(2)f(z,x)), (& Zo,y)) — (x)f(g(Zoy,x),(2)f(2,8(Zp,x)))

Notons
v (2 f(2,0))
v () f(g(@,%),h,(g(0,x))))

Alors toutes les régles intermédiaires issues de la régle raffinée og auront pour
membre droit

hs
b

hE(Z0,2Z0)

Pour une définition formelle nous utilisons la notion suivante de saturation
d’une regle.

Définition 9.21 (Saturation d'une régle). Soient X =(%,%) un CRS et (¥,v) un
systeme de lifting stable pour X. Soit x : |l — r une régle de R(X). La saturation
S(x) de la regle x : I — r est 'ensemble de regles défini par

Sx) = {I'=1ft(r) | Ll

ot nous rappelons par convention 9.15 que 1£t(r) désigne la forme normale de r
par méta-lifting.

Exemple 9.22.
Considérons la régle raffinée or des exemples 9.19 et 9.20

op : o((X)f(x,(2)f(z,%), (y8&(Zo,y)) — (x)f(g(Zo,x),{2)f(2,8(Zp,x)))
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Notons
v ye@,y) = h,
v i) f(z,0) = h,
Y e, ha(x) = hy

Y f(x, ) f(z,%) = A
vl f(g(0,%),h.(g(O,x) = A
La saturation de la regle og est alors l’'ensemble suivant, composé de huit régles

correspondant a tous les états contractés ou non-contractés des abstractions (y),
(2), et (x).

S(egr) = { o((x)f(x,()f(2,x)), (M&(Zo,y)) — hE(Zo,Zo) ,
o( () f(x,h,(x)), (M&(Zo,y)) — hE(Zo,Zo)

o( by, M&(Z0o,y)) — hE(Zy,Z0)

o( k., (1&8(Z0,y)) — hE(Zo,Zo)

o (X f(x,(2)f(2,%), hy(Zo)) — hE(Zo,Zo)

o( (x)f(x,ho(x)), hy(Z0)) — hE(Zo,Zp)

o( hy, hy(Zo)) — hE(Zo,Zo)

- hR(Zy,Zp) }

o( by, hy(Zo))

Remarque 9.23. Tout pas de réduction par une régle saturée se décompose en
une séquence de réduction —», - —5 - —». ot —5 est un pas de réduction par la
régle d’origine.

Remarquons qu’a I'instar des regles étiquetées (définition 4.42) et des régles
expansées (définition 7.12), les regles saturées associées a une regle [ — r
balayent toutes les configurations possibles du membre gauche mais ont toutes
le méme membre droit.

Définition 9.24 (Réductions source, intermédiaire, et cible). Soient Z = (¥, R%)
un CRS et (Z,v) un systéme de lifting stable pour XZ. Les régles sources sont
les regles de %. Les regles intermédiaires sont données par la saturation
du raffinement canonique de % : S(R(R)). Les régles cibles sont les régles
intermédiaires dont le membre gauche est en forme normale pour le méta-lifting
—11t. Un pas de réduction source (resp. intermédiaire, cible) est l'application d’'une
régle source (resp. intermédiaire, cible) a une position non gelée, et est noté —
(resp. —i, —f).

Insistons sur le fait que les réductions source, intermédiaire, et cible sont
soumises a la restriction de réduction faible.

Convention 9.25. Soient ~ = (<, %) un CRS, (& ,y) un systeme de lifting stable
pour Z, et R(X) le raffinement canonique de %. Remarquons que par lemme 9.14,
chaque régle x : 1 — r dans R(R) définit une unique regle cible, que nous noterons
1ft(x): 1ft(l) — 1£e(r).

Lemme 9.26 (Source/intermédiaire). Soient X = (¥, %) un CRS, (Z,y) un sys-
teme de lifting stable pour Z, et t un terme sur .
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t t
- Si Sl alors il existe u’ tel que
i I3y !
t t T4 u
t ; t
- Si \ alors il existe t' tel que Sl
u/ t/_)-)u/

ift

Démonstration. Supposons t —¢ t'. Alors t = c[l9] —; c[r°] = ¢ par une régle
raffinée x : [ — r. Alors ¢ = c[l?] —; c[1ft(r)?] par la régle intermédiaire [ —
1£t(r), et t' = c[r?] =5 c[1£t(r)7].

Supposons ¢ —; u'. Alors par remarque 9.23 de décomposition des pas de
réduction intermédiaire, t —,—;—. u'. Or ¢ est un terme sur ., donc une forme
normale pour —.. Donc ¢t —;—. u'. O

Dans la section 9.3 suivante nous allons montrer qu’étant donné un CRS
faible Z, tout systéme de lifting stable pour X génére un systéme cible qui est bi-
similaire a . Comme a la section 8.3 pour le A-calcul faible, cette démonstration
sera basée sur un lemme de commutation de la réduction intermédiaire avec le
méta-lifting.

9.3 Bisimulation

Le cceur du résultat de bisimulation est le lemme 9.31 de commutation
entre le méta-lifting et la réduction intermédiaire, qui sera prouvé a 'aide d'une
part des lemmes mineurs 9.28 a 9.30 et d’autre part grace a la décomposition
du méta-lifting sur l